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EKSTES BUOH. 


HtJLFSMITTEL AUS DEK THEORIE 

i)EE 

LINEAEEN DIFFEEENTIAL-aLEICHENGEN. 


Riemanu-Weber, Partielle Differentialgleiohungeu. II. 


1 



Krstcr AbKcliiiitt. 


Integration (lurch hypergeometrisohe Roihen. 


S- I. 

LitH-arft DifferiMitinlgliiichuiigeii zwoitor Ordnung. 

Wir hftlieti im mnbentou Almc.linitto doB orKton llandoB (dnigc 
ilia- oiiifachsttm and wichtigBfcon Kiltan hub dnr Tlicoric* dor liiumron 
DifrerentiftlKlfticluuigen init (dncr unahliflngigan Variablan kcMini'ii 
UfdiTut. 

!n di'ti I'roldfitii'n, ilit« wir in cbm lulgriidtni Hliiltoni hn- 
Imiidfdu wnrdi*ii. trot, on hoIi'Iu’ Dinbri'iiUalgli'icdiungon, urid zwar 
b««(*i»dBr8 die vi»n drr zwidtcii Ordnung, imiiier rnobr in don 
Vordorgmnd. 

Dio 'I'ln'orio dor litioaron Difibrontialgloirlmngon iKt durcb 
ilio l‘unr*tjtjn(nitb»H*rfitiB(dtou Mot!i(»dcni, dio zuorwt. lUoinann daraui 
angowaiidt bat, ilurt’.h dio UnD'rBUtdtutigen von FucdiH, Kro- 
lioniuH H. A, m oinor uinfangreifibon ladvra auagebildot wonion. 
Kin grnwor Theil dijsisr allgemeimm 'I’lioorie imt alter bisher, 
M» wiehtig or fiir die Analyoin ist, in dor riiysik nooli ktdnoVt'r- 
wemlnng gefundon, nn<l o« dllrflo dalutr ilom l^esor, doHscsn Intor- 
oKHo in firstor Unit! auf die pbyaikaliiKjhfin Anwonduiigen geriebtet. 
i«t, willkomniftn «isin, bier einitn gedriiiigten llaberblick libor den 
rboil di«8®r Theorie %n linden, der flir phygikaliache Anwen- 
d ungen wiehtig i«t. K« kotntnen bierbei vorssuggwdfio dio linearon 
Diflcrofitifttgleiehangen isweiter Ordnung in Betracht, auf ditt wir 
uns von vornberein beacbrfciken wollen. Wir knilpfen dabei an 
<lie iiltereti Ibtterauchunpn von Kuler, Gauss, Kuramer an, 

1 * 



4 


Erster Abschuitt. 


auf die man zurilckgreifen muss, wenn es sic 
Berechnung geeignete Darstelliingen hanclelti 


§• 2 . 

Eintheilung der linearen Differentialgle 
Oi'dnung nach den Dimensi< 


Wir beschaftigen uns jetzt also mit de 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnun^ 

( 1 ) = 0 , 


worin y die abhangige, x die unabbangige Va 
aucli complex sein kann, und 


( 2 ) 


y' 


dx' 


ft y 

y 


gesetzt wil’d. Die Cocfficienten- sin 
tionen von x, 

Wir konnen diese Gleichung, obne ihre Bet 
mit eiiiem beliebigen Factor, der eine Functio] 
multipliciren, und wir konnen so den Coeffick 
Differentialquotienten y'' durch Division mit c 
schiedenen auf 1 reduciren. 

Wenn die Coefficienten rationale Funct; 
so konnen wir die Gleichung durch Wegschaffen 


q Euler, Inatitutionea calculi iutegralis, Vol. 2, 
Gauss, Disquisitiones general es circa seriem i 
Werke Bd. 3, S. 123 (u. S. 207 aus dem Nacblass). 

Kuinmer, TJeber die hypergeometrische Reihe. 
Bd. 15 (1836). 

Riemann, Beitrage zur Tbeorie der durch die 
x) darstellbaren Functionen (1857), Werk 
aus dem Nachlass). 

Die Resultate der tlntersuchungeu von Fuchs i 
wickelung der Theorie der linearen Differentialgleichi 
ausfuhrlich dargestellt in den Lehrbuchern: 

L. Heffter, Einleitung in die Tbeorie der 1 
gleichungen mit einer unabhangigen Yariablen. Leipzi 
L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der 1 
gleichungen. Leipzig 1895 bis 1898, 



/m 




s«*r 




II, 


m 

r 

i 


I 

I 




i 


V. KintiuMluuK di-r Hacar^'n Hi I'l't-iMMi i.ijil^daichuugeii. 5 

uiiii uU«*r !Li:»‘!uainHchartH(*lani Kai‘i,i)n‘n aiif (‘iiio Korm briii^t^n, 
ill tier ilia an rationale Vxi\\v>- 

tionrn von ,/■ ohiia gcnni^iiiNrliartlirlHMi Tlioilor siiuL 

Dias ist liar Kail, ilar iinh hiar last niiHsidilitiHHliah beschaftigen 
wircL 

Wir wolhai hiar zunilrhHt ihoi hu (irstcnj Hanili‘, nui' kurz in 
i!»‘r Anniarkimj*: auf S. Ti'd anf^talautotan Hiwais aaa.htragcni, dass 
tUt* (ilaialuuig fl) iiiaht iu(‘hr uls zwi‘i liiunir luiahhflngifye Iiite- 
iL^rala huhau kann. 

Wann dia ilrai iMUiationau if. linear ahliangig siiid, 

so liisHt sich t*ina von ihncoi, efcwu, //j, linear mnl niit eonstaubai 
Chiefiiricaitcat tlurah die* Inddau andaran darshdlcni in der Form 

Fb //.I f\!h ^ 

woraUH durah zwainifiliK^* Dittbnmtiation 

Ml !h -r, //! t 

!h f’\!h 1 (hl/t 

Kh inuHH aluo, wis mm der 'rheorit3 der linearen (Heichnngen ha- 
kannt int. die Datnrmiriimte 

?/m //n lii 

M l/y, //a, jftj^ 

.Vre Urn !h 

viTmdiwiiiden. Wean umRokidiri diema Uatmaninaula vi'.rschwindei, 
HO nind entweder mdion i/j, ij^ von eiiiamlar limatr ahhilngiK, d. li. 
r/i und i/g Hieheti in amiHtnnimn VarhiiliniHH and as ist 

!h!h ffijh 

uhdidi Null, odtu" OH mi von Null verHc'hiiHlau and oh lasHeu 
Hif li die CJotlfficderitan ^auiludint als Kunetiomui von so 

heHiiiimiim, thm^ din tilekhungeu (>ij, (4)» und Hodanii wi!gi‘ji 
J 0 liurli ti) Imfriinligt «iud. Uann folgt aber (lurch DiHe- 
raniktioii von iB) und (4) mit UmmUung von (4) und (5); 

4 m r 4y% 

i M ##!♦.. 

Hi "* !h ~ 

und damuM ergiidii iiah, da ./| von Null vtu’^chicdeu ist, cl 0, 
r-j — 0 iiud m ttnd r?| wind abo CkinHianten. 

lUin Verichwitiden der Ueterminau te d iet also 
dte Tioili wendigii uihI hinraiehnnde Bedingung lUr die 
linefire Ahbitngigkeit der drei Fuuctiontui 2/n 3/ti J/a* 
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Sind Bim drei Losungen von ( 1 ), so ist 

po yi + Pi y'l^ Pi ^1 = 

Pq yl + pi Ui + Pi Vi ~ 
pQ ys H“ Pi 2/3 Pi 2/3 = 

woraus folgt, da Pu p2 ^icht alle drei Null sind, dass 
Determinante J verschwindet, 2/3 also linear abhangig sii 

Wenn Xq ein Wertb von a; ist, fiir den p^/pQ und p^/po 
alien ihren Differentialqiiotienten endliche Werthe haben, so ka: 
man fiir x := Xo die Werthe y = yo, y' = Vo willkiirlicli ^ 
nehmen, und dann durch fortgesetzte Differentiation der I>il3 
rentialgleichung ( 1 ) die Werthe der hoheren Differentialquotieiit< 
2/0, 2/0 bis zu beliebiger Hbhe berechnen. Man bekomiiit 
die Coefficienten in der Taylor’schen Entwickelung: 

( 8 ) 2 / == 2/0 + (^ *-’ ^o)?/o H — ~ “I — t. 2 ^s ' ' * 

die dann ein Integral von ( 1 ) mit den beiden willkiirlichen O01 
stanten t/o, y'o darstellt. Auf den Beweis der Convergenz dies< 
Ausdrucies, den man in den Lehrbiichern der Integralrech.nuiJ 
Oder der Differentialgleichungen findet, gehen wir hier nicht eii 
was wir um so eher konnen, da wir es in der Folge meist xn 
Differentialgleichungen zu thun haben werden, die sich cliii'O 
leicht zu iibersehende Ausdriicke integriren lassen. 

Die Entwickelung ( 8 ) kann nicht melir aufgestellt werdei 
wenn p^ fiir x = Xq verschwindet. Diese Punkte Xq heisseii. di 
singularen Punkte der Differentialgleichung, In iliro 
Dmgebung folgen die Entwickelungen der Integrale, wenn si' 
iiberhaupt mbglich sind, anderen Gesetzen. 

Den Fall, wo die Coefficienten jpo, pi, p^ in der Gleichxin^ 
( 1 ) Constanten sind, haben wir schon im ersten Bande ausfnhrlicl 
erortert. Der nachst einfache Fall wiirde der sein, wo poi Ih. 
jPa lineare Functionen von x sind. 

Es scheint aber fiir manche Zwecke, namentlich fiir die 
Integration durch Potenzreihen , sachgemasser, die DiflFerentia. 1 - 
gleichungen nicht nach dem Grad der Coefficienten, sondex'x] 
nach den Dimensionen ihrer Glieder in Bezug auf die 
Variable x einzutheileni). Bei dieser Zahlung haben ca niid 
dx die Dimension 1 , wahrend die Variable y keine Dimension 

D Riemaun’s Werke, zweite Auflage, S. 435. 



§. 3. Differentialgleichungen mit linearen Coeffioienten. 7 

erhalt. Es haben also y' uiid y" die Dimensionen — 1 und — 2, 
und um die Dimensionen aus den Differentialquotienten weg- 
zuschaifen, setze man 




^ _ 

.1 ■ 


lie 


dx 

X dlogx' 


id. 


_ 

1 / d^y 

^y\. 

)St 


dx^ 

x^ \d\ogx^ 

dlogxj 

ail 


Durch diese Substitution erbillt 

(1) die Form 

n- 

e- 

311 

(10) 

: 

o 


P + <72 3/ = 0, 

30 

wenn 




(11) 

p„ = x^qo, 

o 

II 

+ 'll)) Ih = 


gesetzt ist. Jetzt werden die Dimensionen der Diflfereutialgleiclnmg 
einl'ach dutch die Dimensionen der Coefficienten q bestimmt. 


Differentialgleichungen mit linearen Coefficienten. 

Wenn die Differentialgleichung (10) §. 2 nur Glieder von 
gleicher Dimension enthalt, so sind go, q^, q^ mit einer Potenz 
von X proportional, und wir kdnnen' diese Potenz von x weg- 
heben, also goi 3ii <h constant annehmen. Dann hat diese Ditfe- 
rentialgleichung (10) das particulate Integral 

( 1 ) y = x”', 

wenn m eine Wurzel der (luadratischen Gleicbung 

(2) go + gi «i + g, = 0 

ist, und man erhalt daraus zwei particulate Integrals, da man 
jede Wurzel dieser Gleicbung fiir m nehmen kann. Sind diese 
beiden Wurzeln eihander gleich, so erhalt man das zweite parti- 
culate Integral in der Form 

(3) j/ = a:“log!r. 

(Vergl. Bd. I, §. 56.) 

Der nachst einfache Fall ist dann der, dass in der Ditte- 
rentialgleic.hung Glieder von zwei verschiedenen Dimensionen 
vorkommen. Dann haben die Coefficienten go, gi, gs die lorm 
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(4) = ao -f- = «! + h 

Oder kdnnen wenigstens darauf gebracht wf 
plication der ganzen Gleichung mit einer Pot 
hierbei nicht erforderlich, dass.w eine gauze 
■m gebrochen oder irrational, positiv oder 
«o, ^ 0 ) <*11 <® 2 i ^2 sind Constanten. Mit diese 

rentialgleichun gen ; 

werdeii wir uus in der Folge vorzugsweise be 
Hierauf kann man librigens aucli clen j 
die Coefficienten po: i >2 (1) §• 2 line 

von a; sin d. In diesem Falle haben die ein 
Differentialgleicbung 

( 6 ) ihy” -\- Viv' P2y = 0 

die folgenclen Diinensionen: 

Dimensionen — 2, — 

PiP' « — 1 , 

Ihy « 0, 

Es kommen also im Allgemeinen Glieder 
denen Dimensionen darin vor, von denen in 
eine oder die andere wegfallen kann. Die Gb 
Form nicht, wenri man an Stelle von x eine 
fiihrt, die eine ganze lineare Function von x 
Wenn daher zunachst p^ nicht constant 
Po selbst als unabhangige Variable einfiihren, 
speciellere Form 

0) Pi y' --I- p^y — 0, 

in der die Dimension — 2 nicht mehr vorkomn 
nun fiir y 

(^) y—e^^0^ 

wenn X eine nocli zn bestimmende Constante 
tVir 0 die Differentialgleicbung 

(9) -b (2Xx + Pi)^' 4“ + ^Pi - 

nad man erhalt nun eine quadratische Glei( 
man fordert, dass 



1 ) 


1 . hy jH* rjrtujKnet.riNclu' I>irf(irontialpflci(ihung. 

[ • I + p, 

vfui */' luijjbhihigig, uIho coimlaut wc'rden soil. Daim aber Ideiben 
ill dvY (fbdfhuiig (d) nur nodli tlii^ Dimo.nsiotKui 0 nnd — 1 unci 
■^ir kaim auf dir* Kann (5) gt'braclit w'ci’don. 

Int <M>nstaiit, so kihiuon wir p^ “ 1 a,imelimen, unci 

(nduilti'u durt’h di<* SulislitiiUon (K) 

( io? » (2 A //j jy I- 'i A/^i I — 0. 

Wauii null p^ nic’lit coiiHtani ist, so Idiuneu w A so be- 
Ntinumuu tlasn A- ^ ^ P\ \ ih <‘oiiHtant wird, mid dann konuen 
wir di<* linaari* Knuclion 2 A | p^ nls muio nnabhangige Variable 
r tdnluhrmi. I bum hIhu’ (‘rhiUt, (10) nur iiocdi (Hituler dei' beide.n 
DinuuiHiuiMui 

2, 0, 

IhI ithi*r riuUicdi aucli pi lainstant, ho kann man 2A+ji)i — 0 
Hvizvw mid daim fiir din liiumre Function A^ 4 “-^ Pi + 1^2 
innic Yarialdf* s oinfiihrcn, wodurch man auf die Form der 
niffiTcntialKhncdmiiK 

ill) “ 0 

grftlbrl wird, «lic nur die beidcii Ditmumioneu 2, 4’ 1 cnthalt^). 


tf* 
f \ ■ 


Ih f liy |Hu* ic on ni <* t r i sell <• 1) i ff c r c n t i al gl eic h un g, 

Wir galien jtd/J mr Bctrat'htung dcr DilTorontialgloichung 

ih) % :i lUmr: 

(1, ( f«. ‘ ' /-ar‘)y=-o. 

I'm finige UtnKinclf atizutiUircn , iKsmorkon wir, dasB dieso 
(Sli'ic.lmng iVir 

H*, l>i " 1, ~ ‘A 


1, ft., «( fti 'k <h 


ui 


d*ll 

d 


(^1 — n») y -- 0 


'I Scbl«'tiuli!li. C 0 mpBrnUtiro dor hflheren AiialyBis, Bd. 2, zweite 
AiiJlugo iIirBiin«ohw«ig 1874), 8 . fits. 
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ii 

u 


iibergeht, was mit der DifferentialglGichuiig fiir die Bessel’ sc 
Function [Bd. I, §. 69 (12)] iiberemstimmt 
Fiir die Annahme 

m = 2, cio “ ^ — (21^ -1— 

as = 0, &2 " -L 1) — 0/ (a; 1) 

erhalt man die Differentialgleichung 


\nogic2 


[1 4- f2i/4-l)a;2] 


cZlog a; 




4- [n(n -|- 1) — -|- l)\x^y 

(2v 4- + \nin-\-l) — v{v-\-l)-\y 


worin man die Differentialgleichung der Kugelfunctionen, Bd. 
§. 115 (3) erkennt. 

Wenn man in (1) die Substitution x = dlogx = ^<^log 
macht, so erhalt man 

P) K + i. «r') ^ + 0 K + ». i 44 

+ — 
Die Grleichung andert also ihre Form nicht, und da der F 
ponent fi beliebig ist, so folgt, dass die Allgemeinheit iiic 
beeintrachtigt wird, wenn man in (1) fiir m einen beliebig 
speciellen W erth setzt Setzt man einmal m — -f- 1 , dann m— — 
und multiplicirt im letzten Falle die ganze Gleichung mit a?, 
erhalt man beide Male eine Gleichung von der gleichen For 
nur dass der Coefficient des ersten Gliedes das eine Mai ao-f- hi 
das andere Mai a^x ist. Da ao und nicht beide v 
schwinden konnen, so erhalten wir aus (1) eine Gleichung 
hiiilanglicher Allgemeinheit: 


(3) (a„ 4- 6„ X) + («! + \ 00) j£ - 


I -0-/ Jlog 42 ^ n- + = 

wenn wir darin noch die Annahme machen, dass von Ni 
verschieden ist. 

Nun fiihren wir noch fiir y eine neue Variable ein , 
dem wir 

(4) y = x'^y I 

setzen. Die neue Gleichung fiir wird dann, wenn wir 2 


Hie liyiiar{foomef,riaohQ Reiiu^ 
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•f 'lii‘ lifs" ** i 

>'. iJi’ 3< 

h 

'll’ ■ 1 ) I .'■- /# 

»' r f ■ ] ) I // 

: fl i/ lnii , 


t/ 1/ 

• *1 

t, uiid da ti*-r I 
lg«!«tfjljht*Jl »a« h! 

1. tliiiiii m I 

tdehmig mit 
»*r 

‘itu* Mai j 

iiifht hfnrlt* % f . 

U«‘ (ilriclm J»|^ %i>u 


Alikiirzung (lit* lint*jiri'n C^oidhciituittiii van (8) wicclcr mit (•>! 
7.. Itfzcicliiit'ii: *’ 




d- ill 
d Idg.i “ 


(“7n;t ‘ 'll) 


;'/i 


17(1 ft- I ' t/i ft- -| - 72 ) v/j ~ 0 . 


Die Korni tier tiloic-huiig bloilit uIbo tlioBtillai; wir orhalteii 
alier iiocii die Mtiglichkiiit, iibor oim*. dor GoiiKtunton zu verfugeii, 
uiiil wir wollcn dit'K dathirnli tliiui, days wir 


ting- -f (t,f4 1-tt, ™0 

solzi'ji, also don (’.otiiTHnontoji von //] mit x proportional iui- 
ui'limcii. i»i*nuuudi ktlnnon Avir di (5 drltdchung ( 3 ) in dor Form 
aiini'limen: 


16) 


trti, f />„ ,/■) 


d^y 

d log*s 


f'b 




k a;) 


dy 

d log X 


h,^xy — 0. 


Wir nnudien vorliiuiig noch din Aunahme, dass auch bo voii 
Null vorKchioden soi, worin allerdings oine bescliran kendo 
V tiranssetziuig liogt. Wir werden aber das schlioasliche Resultat 
dfum (lurch oinoti einfaohon (iroiizllborgang auch auf den Fall 60 = 0 
austlohntm ktinnon (§, 6 ). Dann fllhren wir fiir x ointA noAio Variable 


, Iio 

■ ' "" ■ ' i « 

fin. und kiiuni'ji. mil etwus vorilndcrter Hedoutmig tier Uon- 
Mlmiton. (Hi* (lloit’hung in dor Form annelimtm: 


(7i 


(1 ~ 




«/“</ , 
il log 




f>\ a:) 


dy 

d log .7* 


b-i xy ^ 0. 


Uii'do Gh'ifhung nonnen wir die hypergeomotriscbo 
Hit fiTcntittlgleioh ung. 


(fij JT » ff : (1. 

iUH «„ van \ « II 

riablo «m* . n,. 

1 , werin wir xm 


§. 6. 

Din hypergeomotriHcho Reihe. 

Wir widUm nun die Diffiirontialgleicliung (7) S* ^ durch eine 
I’lttfiizriiihft XU integrireu suchen. 

Wir Hfitxen, indeni wir init An unbestimmte Constanten be- 
/.(dclitif B : 
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( 1 ) 


y 


dy 

d log X 
dlogx^ 


n = 0 
00 

'y', A„nx», 

n = 0 
00 

n = o 


und 'wenn wir dies einsetzen, so folgt: 

00 ^ 

( 2 ) ^ AnX"nCn -i- Ui)— ^ AnX» + ^(ns — 

n = 0 « = 0 

Um diese Gleichung etwas einfacher darstell 
wollen wir uns die quadratische Function, die hier 
von auftritt, in ihre linearen Factoren zerle^ 

— h^n — = (n -j- oc)(n -j- /3) 

setzen, so dass 

(o) = -. a — /5, &2 = — « /3, 

und der Debereinstimmung wegen setzen wir nocli 


(4) ajL = r — 1. 

so dass die Diflerentialgleichung §. 4 (7) so dargei 

+ [y - 1 - (« 4- i3) 

die man mit Benutzung von 

dy ^ ^dy -U 

dlogx dx^ dlogoj^ d ' 

nacL Unterdriickung eines Factors x auch so schr 

(6) *a-^)^ + ry-(«+iS+i)^]§| — «, 


und da man in der ersten Sumrne (2) das Glied 

verschwindend Aveglasseii kann, so ergiebt sich: 

00 00 
^ A„x”n(n -(- y — 1) = ^ + ^ (« -|- 

n=l «=0 

Oder wenn man in der zweiten Summe n — 1 ai 
setzt : 

00 CD 

2 A«’’w(«+y — 1) = 2 + « — 

«=1 71 = 1 


I>i(! liyi>ui-(f(iotiu!f,riHolu^ Roihe. 
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^ t ihJi* ; , 

*■111 1 %-. -1 


r 4 

s 1 1 

% 

i’i i 


^ u. 


l);i \md(n\ lieihm idoutiscli soin sollen, so folgt: 

A„ 1 ). 

Htn ■ \ y Ij 

Sl'tzcii wir, was uiis froistolit, A„ — 1, so folgt 

4 ■ - 

l.y’ 

.1 . . , (« ! l)(/i i IJ 

‘‘i .) I.. II. 


A„ 


(u 1 n — 1)(/1 -j~ n 1) 
n (y “[- ■ M - - 1 ) 


tiuil (luniUK (iuroli Multipluaition 


«(« ! f n 1 ) / 3 (fi 4 - l }...(/3 -I- n ■ - 1 ) 

1 « y(y 4 * U-- 4 y + w — i)' 


Wir kojmuwu also zu folgimdeni Uosultat; 

Dfdiiiireti wir oino Function /<’(«, /3, y, x) clurch die uneud- 
lidit' Itiuhe; 


f H) F(a, fi, y, Xl rr; 1 ( 


aft 


X * 4 " 


« (« ! i ) (« 

\.2 . 3 


a (« 4 1 ) 1 ) 

y {y 4 1 ) 


n isf 


l.y'^ ' 1.2 

2) ft (ft I- l)f/i 1 2j 

y(y I l)(y j 2) " ' 




II • /-’(w, ft, y, X) 


lilt imilicitliiroM Integral dcr liyporgoomotrisclum Oiflerential- 
uleiehung (6). 

IHb unemUiclie lUulie (Oj wird die, hyporgeomotriache 
Ili ilm genanrit 

Auf ihre (lonvergenz kiinnen wir aua (8) achlieason. Danach 
niibert Hicli tier Quotiont zweier auf einandor folgenden Glieder 


A 1 1 ^* " (« f «)(« 4 -^) ^ 

An x** (n 4- l){n [ • y) 

tmf unmtdUoh wachsendom n der Oronze x, und daraus folgt 
imcli einnm b(skannten Satsse, daas die Iteihe F{u, ft, y, x) un- 
iiedingt convargirt, so lunge der absolute Worth von 
.1 khiiner als I i«t Es ist also durch diose Roihe eine 
stetigR Function des oomplexen Argumentes x inner- 
halb de« F.iwheitskr eisos definirt. 
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Kill Ausiiiilmu^fall ist aher zx\ tTwaliiu^n, in dei 
IKitrachtuiigen ilin* Giiltigkeit vorliereii , namlicl 
odor glcdch eiiier nogativeii gaiijcon Zuld int, woil cliinii 
(<)) von eiiiem gtnvissen an uneiullioh gross werden 
aid' den AusnahinefalU don wir vorlilulig ausscln 
Wonn dagegon a odor fi gleicdi oiuer ncgativ 
ist, so ist F(cc, (i, y, x) oino ganzo rationale* Func 
Dio Vertausi'hung von a niit (i bowirkt wede: 
rentialgleicliung ( 5 ) odor ( 6 ), nocdi in dor lieihe ( 
rung, mill os ist ilaher idoiitisch 
(10) Fia. fi y. x) — F(fi, a, y, .r ). 


Dio it ron/diiUo. 

Wir habon hoi der tbiifc^rmung elar Oloicbu] 
Aimalune goniacht, dans dor (^ooffioiont 6^ von N 
Hoi, und haben don Fall Fuimi Grenz 

fur den wir das lloHultat stdilioHslich cluredi cinen 
(»rbalten wiirde^n, I'ln dies nun ausxufilhren, sots 
Gleiedmng 5 {(5) 

(l) X — Ax,. 

worin h oino unbostinunto (Vumtante ianlcnitot, und 
Avir init h nmltiplioiroii : 

{•>) X, ( I - A X,) I [y - (_« [ (i . I )h .r, I 

Wenii wir nun h in Null libergohon lassen, h 
wir (label cc, /i unverilndfTt lasHon, daa Ic'tete Gliec; 
wir wurden niebt zn dorn gfiwUim’hbns lieBultate 
kdrinen wir vormeiden^ wonn wir m und (i in oine 
hiiiigigkeit von h unendlich grasn wnrdon lassej 
zwei Kormon diesor Abhiingigkoit inn Auge S5U faii 

L t4 — , fi von It unal>hangig. 


(Die Beifiigung eonstanter Factciraii wunln niohts w 
ergebenj 


rc-nzTiine. 
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}* H 

k«a 4 iiii*"j, 
/yfyrk. 
!i IaUI 

1 1 j . 

^*r Ihfir- 


l«^ri|aiiiii 
it^ 4 '^^f 


#!.¥ ■■ 

:|rii nil 4 
r|. Il|r'^ 


ii 


\\(*un wii (liuiu h in ^«ull iibiir^elien lasseii, so erhalten wir 
aus (2 1 tli«‘ IjBitliMi (ileichvingoii: 


fty = 0 , 


iiiirl w.'iMt uliiii iltsii Kliiiitlioii (»roiiziil)(jrgangindcrli.oih6jP(a, /3, y, x) 
mai-lit. arliiill man i’iir <la8 Integral von (3): 


CI) 

• ' U.rf 

+ (y - . 


( tl 

!l 

1 'h/ 


' drf 

y . 

a a’, 

■ If 


Cm I, 

h 

li >1 , li-ii 

}' 1 }'■}' ■ I I .‘2 

iinii fiir ilii'' Integral von (•1): 


1 


"" (/r ^‘'''0 

/i./i I 1 ./H -2 

y . y-| - \ .y-Jf ‘2 1, .‘i.3 ' 


1 .rf 


(lii 


liiin 

h Ii 


h (“ , , y, h,i\\ 

]h' ^ 


I 


xi 


h 


^l.K 

I . >^ I . 2 . y . f 1 ' I . 2 » , y . y i . y 2 

IHsm* iH'-iiimt Ueiliaii Bind fiir alio Werthc von x-i con- 
vurgoiit, wa« tniui Uncht an den Ueihen solbst nachweist, wie 
riljor Hindi HUH dor Suhstitutioii (1) licrvorgcht. 

Uii’ Dillnrnntiulghnrhung (4) fiilirt anf dio Besserscdieu 
FiinrfitUHun utul in dor That (U’gii'ht Hich auB dor Reihe (6) nach 
liaiid I, 5H 

M) -- 

( .r^ . .r’ 

;» . 4 ... 2 n I 2 . ^ 


i n 


r-’ _ 1 

2 '■ 2.4.2n + 2.2n 4 * * * | 

1 1 , hx^ \ 


. 4 , 


2 n 


I in /' ( , “" 7 ^ 1 H ’"'I"* 1 , 

/I 0 \ih v% 


^ 1 * J 


-.yr ys’ 

Hinrcltiri'h ist nun auoli der friUwsr ausgesoliloasone Fall, 
<lah)* in dnr Difforenlialgloichung §. 4 (6) dor Ooofficient ver- 
Hchwindnt, voUstflnilig erledigt. 

§. 7 . 

Die vorHchiedonen Integrals der liy pergoometrischen 
Differontialgleichung. 

Die Ueiiie !•'(», 0, x) giebt uns nur ein particulares In- 
tegral dor hvpttrgeoisetrischsn DifferentialgleioVning , und auoli 
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dieses nur in einem begrenzten Bereiclie de: 

namlich im Einheitskreis. Aus diesem e 
durch Umformung der Differentialgleichu 
anclerer Integrale herleiten, die uns die not] 
Wir gelien von der hypergeometrische] 
in den beiden Formen aus [§. 5 (5), (6)]: 

(2) *(1 — ») ^ + [y ~(« + /3 + l)a;] 
Diese Gleichung wird integrirt durch < 

Wenn wir aber in (2) die Substitution 

( 3 ) = 1 — x^ dx-^ = 

so ergiebt sicli 

(4) + + 

— oc^y = 0 

und diese Gleichung geht aus (2) hervor, 
f durch oc -|- jS — y -|- 1 ersetzen. Wir h 
Integral der hypergeometrischen Differentis 

III « -f" — y|“l“ 1? 

Machen wir ferner in (1) die Substitut 

(5) = ic-i, dlogx = — 
so folgt 

(6) («i — 1) + [« + /3 — (y — l)a;i 

Diese Gleichung hat noch nicht voile 
Gleichung (1), insofern der Coefficient voi 
portional, sondern constant ist. Dm sie 
bringen, verfahren wir wie in §. 4, indem ' 





dloga:* ^ \(iloga;^ ' ^ die 


V 
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verKchiii(Uni(<u lutuQ-rale. 


4#-r 


tuitl itrhaliini auH ((I); 

‘ ' ^ I • /''!« I li — (y — j — «/? } 2/1 = 0 . 

Wciun mill il.T eoiistanto Tluiil iin Goiiflicienteii von ?/, weg- 
I'ani-ii soil, HO iiiimRou wir 

fi- /U« ! li) \ Mji r=: 0, 

uKti 

/t ” a odor ft r— jj 
Ntduneu wir ^ a, ho folgt: 

"" " ‘'‘./Lsr; I i“ ‘)*.]j5'4k 

«(« y - I ~ 0 , 

iiinl i!ii‘H(’ (Ihurlimig hut iliis Iiitigrnl 

/•'(«, « ■ 5' j I, a ~ ji -j- 1, ic,), 

iinil ihfitmafli ist irnnh fe) uiid (K) ojn Integral dor Dilferential- 
glfiiilituig {1); 

111,. ./• " /'■(«, « — )' I 1, « — ji I 1, 

I)ii liii'f nun (Hi‘ VcrtauHchuiiK von « init ji niclit dasselbe 
giidit, HO orliallnn wir noch ciii aiidi'n's Integral von fl): 

114 . ./ ' /''(/j, ji . - }' -] 1 , ji a I 1 , 

llinraiw keiunnn wir oliiio wciUiro 'I’ranHl'orinationon das ganze 
Systiim ilcr liiorlmr Koliiirigini Formoln abloitoii. Es folgt nam- 
in li uuh hi, mid III,, dfiKH (lie iKuden Eiiiiotionon 

/•'(«, a y j 1, « • ‘ /I I 1, « 1 ), 

J** !• l< (ji. ji y i 1 , /f — K 4 - 1 , ,* 4 , 
odor, wmin wir 

a "™ a • y 1 1 ■ ji\ u - ji 4 1 y'l 

Nitzni : 

F(„\li',y\x'), 

' .r'' >' /*’(«' - y' 41 . ft' - y' I 1, — y'. »') 

liurUculnri* lakungeii tiiiior und clersolben bypergeometrischen 
Diffewntialglidchung Bind, die man aus (1) erlialt, wenn man 
«. ft, y, J- durch ft\ y', x' eraetzt, LEsst man also die Accente 

R f # w la 13 84 » W «" l4 f , t‘»f tblli* . It . 2 
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K !• t fl- A ItKi' ll II 1 M. 


wioder "" 

weitenj Liisinij( dcr rrli ii-liium' 'li: 

,1 , /.'iK y • 1. (i ' 1* ~ .'’1. 

I-IIm'iisu wic wir v.m I, /u 4 tihiwlicii. kiiiun'u wtr 
m (‘iiioiii iifucii Inti-K'ral II, 'It^r tll.-irluiiik' di iihi-i-«cli<'? 

11.. (1 ■>-S‘ ■' /dr //• r ; « i. i 

niitl wc'im Avir dif 'rnmsfnrmalii-n H, auC >tia /'-FniK'tiM;. 
anwendeii : 

1.. . Cl .< i' ‘ /• t” ll. r «. .< I- 

mid dui’idi Aiiwvuduiii' dH' rritiiHluntialixii I, auf tlii- /•' I 
in l;i crgi'dit sicli; 

,,i 1(1 ,/ 1< •’ ''/‘ ii (i. I ' ' 

lli(!niiit lialicu wir vi>t viTudnadfUi* uadi iNiti-ii/fU 
rortsidindlcmili- jiartu-ulan'r lamiuii'ru ili-s 

fri'oiiidrisrlii'ti 1 lin'd (‘lit ialsilididiiiiiK': 

I. /■ (''<. )i. ' 1. 

■j. d • /■'!« ;• • !■ (d , 1> - /• ' * 

'• ;i. (I . 1 ' ‘ /• <;• id. r «• r. ' (• 

1. .i> •(! .(!• ■’ '/(i ll. I c<. 

Wciin wir mil' dicsi* vicr /■’- l inu imm » >lii' Traif !*'! 
Ilj auwfudcii. 'll 1 ‘rlialtt‘ii wir vki- Kulwididuufti'n iiaidi 1* 
voii 1 ■ 

1. /'■(«. iK « • (d • 1. I ‘ 

'I. ‘ /' (« • 1. /I j' • I. « ‘ r ■ *' 

H. ( ! .1 j‘ '• ' /'■( y fl. y «, r M (d M . 1 

I. a' 'll .(f ’’ -fd- I «. r « ll • I 

'Wc'ilcr wniidi'ii wir aiif’ di<* /••Fuii('ti««tu‘ti iii I uimI »j 

TniiiHlurrnntidU 111, mul lUj nn- i^adurrh »*r:*id>l nii-h 


1. a 

' /■ («. « ;• 

1 1, « 

/I 



2. ./ 

•'/■ (ll. (I -- ;• 

‘ 1. (i ■ 


'■ !i' 


■'). 

; 1 1 .rj' '* 


ll< » 

/I, t€ 

ll 

4. .r" 

1(1 .rp '■ 


m, 1 

■ ■ m, ff 

a 


Die Couvergenzbereiche. 
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§• 7 . 

siten Function (9) eine 

li ~ y, x). 

.en, konnen wir von 11 
)g (1) iibergehen: 

- a — /5 + 1, 1 a;), 

' flie -F.FunctiQjj in 


- y, x), 

I I2 auf flie 

- 2 — y, X). 

iiach. Potenzen von x 
)r Lbsungen cler hyper- 

[- 1, 2 — y, x), 

- y, x), 

1 — a, 2 — j/, x). 

>cn (lie Transformation 
;clungen nacli Potenzen 


« -f-- ^ — y -f- 1, 1 — a?}, 
a — /5 -j- 1 , 1 — x), 
y— « — /3+1, 1 — ,t), 
nen in I und in II die 
i ergiebt sich; 



/5, 06 — + I) 

06, ^ 06 1, ^ A 


§. 8. 

1. (1 — a;)-“ F(a, y ~ /3, « — /3 + 1, p— ,■ 

2. (1 — x)-» F'(A y — ^ + 1, 

IV. ' ' 

3. — 17^06— y-fl, a— > 

Endlich wendeii wir auf die beiden Systeme III, IV die 
Transformation III an, wodurch sich ergiebt: 

1. 60“ 


V. 


( /jQ 

06 , a— y+l, 06 -]-/S — y-l-l, - 

2 . x-n^ (^, /5 - y -f- 1, « + /? ~ y + 1, 


3. fCf'-i' 

4. X 


"-/(I — xy-‘^-t^ F^y — 06 , 1 — 66, y — 06 — 


VI. 


1. (1 — 60 )-“ F (^05, y — (i, y, ^ , 

2. y-66, y, 

3. x^~y{l — xy-‘‘-^F(a — y-yi, 1 — ft 2 — y, 

4. x^-y{l—xy--i^~^F(ji — y^l, 1 — 06, 2— y, 


Man konnte die abgeleiteten Transformationen nocli in 
mannigfacher anderer Weise mit einander combiniren, wilrde 
aber dadnrch keine weiteren Formeln erhalten. 


§. 8. 

Die Oonve rgenzbereiche. 

Wir haben im vorigen Paragrapben 24 verschiedene Ent- 
wickelungen particularer Losuiigen der hypergeometrischeii Difle- 

2 * 
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Erster Abschuit 



rentialgleichung gefunden, die in sechs 
fallen, deren jede nacli den Potenzen von 

1. II. IIL IV. 


fortschreitet. Die erste Gruppe convc 
haben, so lange der absolute Werth von 
wenn wir uns die complexe Variable 
stellen, innerbalb des Einbeitskreises. 
Gruppe convergiren in einem Kreise, de 
den Punkt = 1 beschrieben ist, unci 
und vierten Gruppe convergiren je aui 
Kreise. 

Die Reiben der fiinften Gruppe co 
absolute Wertb von o) — 1 kleiner ist 
von also, wenn wii' x — ix^ se1 


(Xi — 1)2 -f- x^ < xf 


Oder was classelbe ist, so lange der reel) 
als 1/2 ist und ebenso convergiren die 


Fig. 1. 



reelle 1 
1/2 ist. 

Um ( 
anscbaul 
rr-Ebene 
dem Ra 
punkten 
durcb 
Sebne in 
4 , 5 , 6 , 
Dann hi 
vergenzb 


fur die Reiben I 


j? 

j? 

5 ? 

J? 

W 


Convergenzb 

77 

7? 


75 


l>i(‘ (’o liver ^onzbeiM'.iclu^ 
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t*r z«'r« 
iiilHflu 


t, 

:* ilar- 

I UIJ« 


jr il^-r 
Wrril. 


r(mH« r 
ils^r 
i*r fsi-^ 

u vrr- 

ir 4%'^- 

t* mil 
.» iiri*!.! 

. 

m^t. 

rM]if « 


Nur si)lclu‘ lleilu‘.n ktinTieii uninittollDar mit einander ver- 
^lirlii‘ii wc.nh‘ii, (li(^ ciiuni |j;cimciuschaftliclion Coiivergenzbereich 
hahi‘ 11 , uu<l /.\visch(*u ji‘ drtdou von dii'.son nuiss, da die Differential- 
irMchung iinr zwoi liiu^ar unabhaiigige Ldsmigen hat, eine homo- 
lin(‘aro Uidation mit ociiiKtaiiten Ooeflicienten bostehen. 
litdrrarliton wir otwa (li(‘ bidden liiuben: 

F F(a, ji, y, ,r), 

/'■' .r‘ i /-'{« j- I I, /i • • y I 1 , 2 -• y, ,r), 

so habfu wif ilariii. .'ilijf(^sulu!H von dom Fullc, duss y einc ganze 
Zalil ist, /.wfi unaliliiliigigo, particularo Intcgrale der 
liyiH’Vgociuctrisr.lifn Dilldraiitialglc.iuluuig. Beidc) eiithalten den 
Ntill[i>utkl in ilirmii (kinvergciizhc.roiclu',; dan erste crhalt fiir 
r 0 dfti Wcrtli 1, duK zwoito wird Null oder unondlich. Es 
!:i>si. Ki<di mm jcdc den' lleilicn I bis VI, di(! den Nullpunkt in 
tbnnn (JiimiTgenizbcrcioli ontliiilt, ntwa F”, linear liomogen durch 
/•■ niirl /'■' misdriickon, and wonn die Ueihe /<'" i'iir a: = 0 den 
WmtU I (U’hiilt, ho laHHt aio nich in dor Uragobung dcs Null- 
imiditcH iincdi ganzon positivoii Potonzon von x ontwiokoln. Es 
muss (labor do!- (’.oi''fli(nont von F' in doin Ansdruok ITir F" vor- 
•sidiwindoii nnd aus doin Wortli I fiir x ~ 0 orgicibt sic-li, (lass 

/■'" /■' •loin iiiuHs. 

Wir scliliossmt darauH, dasH due Ibsilion, di('. don Nullpunkt 
in ibrtnn I'onvorgon'zboroic.lni onlbaltiui and bed unbostinvintem 
;• fiir X (1 don Wtirt.li 1 annolimon, in ihrom goinoin- 
1 a III on till n V 0 r go n 'zb o r 0 i 0 b 0 dioHollin Funotion tlar- 
s I 0 1 1 0 n. 

So crhallou wir vior DarHtolluugon uinor Funotion Fi, die 
ill dom lionvorgon'/boreiolio '2, iJ golton: 


/■; - /■*(«, lU Yi -'Oi 


tl 


li'(y 

/i. 

Y ■ 

(1 

.r) 

" /*' y ~ 

-fi. 

y. 

(1 - 

- x) 

•' !■ (?, r 

- a, 

Y. 


X ' 


i) 


EbrniHo orliaUen wir in dor Umgebuiig des Nullpunktes vior 
DarHUdlungoii oiiies zweiton particularen Integrals, das nach Multi- 
plication mit .r>- » fllr d in 1 tlbergebt: 


r- Ml -n^ ' / 

” ^ f ^ '^~~~ 


und wenn man dk* riiiilii** ..^ L 

hier deu Vxmkt iit 

bereicli 4.5: 


~ F(a^ jrl a ■« 
rr^» > F(li 

»1 ;• ■ 1. 
;■■ ^ 1 

* -0, 

)' f .i 

— F 1 fi, m 

;. ’ - ! « 

fi _ . 

* r((l.,i 


■ fi 2 

/'’, — {1 M» “ 

™ .'■' ' (1 Jf F 

■ /'M- 
" •'/’.! 

?■ cc, . 

ii- 1 -- 

— x--> f (1 ■rj»- 


I. 

--:■ .r« Ml- -.r,F 


1 ..-.» 

und fiir (h^ri | 


t\ “T r « /'* l^r*. « 

i‘ , 1, « 

(i I 

r U- if 


1 

-1) - /■“( 


/# "h 

^ x' J j. 

•’ • /■ (« 

}' • i, : 


■ r M, # 

« I--* ,1 ^ 

— ^ ay- 

- 

n, I — c 

-(.r -M) ' I.L 

J, 7 ■«, 

■ m 


i)f *F(0 ., 


i i, i 


Die Ausnahmef alle. 
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§. 8. §, 9. 



nclelt wie 
lyergenz- 


~x) 


Wenn drei dieser Functionen einen gemeinsamen Gonvergenz- 
bereich haben, so muss eine von ihnen linear durcli die beiden 
finderen darstellbar sein. So wird z. B. durcli die 

beiden ersten Reihen von vier Gruppen in dem Oonvergenzbereich 
3, 4 definirt und es muss also 

. = ^i-fi -f- A^F2’i 

F, = B,F, + B,F, 

sein. Um die Constanten zu bestimmen, lasst man x in 0 und 
in 1 llbergehen, kommt aber dabei an die Grenzen des Conver- 
genzbereichs. Zur wirklicben Bestimmung der Constanten muss 
man den Wertb kennen, in den die hypergeometrische Reihe 
F(Di^ y, x) fiir x = 1 iibergeht, ein Wertli, den Gauss durch 
die IT-Function dargestellt hat, der aber nicht immer endlicli 
ist. Wir kommen hierauf iin naclisten Abschnitt zuriick. 


■x), 

~x), 


X- 


X 

cc— 1 

X 


)• 


§. 9. 

Die Ausnalim efalle, 

Wir haben im vorigen Paragraphen filr die hypei'geometrisclie 
Differentialgleicliung 


(1) a;(l — x) + [y - (« + /3 + 1)^5] 


dy 

dx 


— 0 


zwei unabhangige particulare Integrate gefunden: 


yi=F (a, y, x) 

2/2 = x^-y JP (« — y + 1, |3 — y + 1, 2 — y, x), 




die in einem den Nullpunkt umgebenden Bereicb dargestellt 
sind, und durch die librigen Functionen Fi ist dasselbe flir die 
anderen Bereiche geleistet. Die Differentialgleicliung ist dadurch 
also vollstiindig integrirt. Wir haben aber hierbei vorausgesetzt, 
dass y keine ganze Zahl sei. Wenn namlich y = 1 ist, so 
sind die beiden Functionen (2) nicht von einander verschieden, 
und wenn y — 1 gleicli einer negativen oder positiven Zahl ist, 
so verliert der erste oder zweite der Ausdriicke (2) seine Giiltig- 
keit. 1st aber m eine positive ganze Zahl, so erhalt man, 
wenn sich y -\- m — I der Grenze Null nahert, als Grenzwerth 
von {y -f* m — 1) JF(a, /i, x)^ von einem constanten Factor 

abgesehen, x'^ F{a -|- m, m -{-I, x), und dies ist der 
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Ausdruck von 2/2 r = 1 — Die beiden Formeln 
geben also auch in diesem Falle niir ein Integral der Diffe: 
gleicbucg (1). 

Ein particulares Integral der Differentialglei 
(1) erhalten wir aber aus den Formeln (2) nnter 
Umstanden. 

1st 06 — 1 eine negative ganze Zalil, so bricht die 
F(oi, j3, 7^ a;) mit dem (1 — w)*®"" Gliede ab, nnd ist als 
ganze rationale Function von x vom Grade — C6. Ei 
also in diesem Falle die Differentialgleichmig (1) dare 
ganze rationale Function von x integrirt. Hierbei ist zii 
angenommen, dass y — 1 nicht gleichzeitig eine negative 
Zahl ist. Wenn aber auch y ganzzahlig ist, nnd zugleich ; 
so wird doch die Differentialgleichung (1) diirch eine 
rationale Function integrirt, die man erhiilt, wenn man die 
F (06, /3, y, x) auf ibre 1 — 06 ersten Glieder beschniiikt, in 
noch kein verschwindender Nenner vorkommt. [§. 5, (8)], 
driicken dies so aus: 

I. Die Reihe jF(c 6, y, x) bricht init dem (1 — 
Gliede ab, wenn a uiid y ganze Zalilen 
die einer der beiden Bedingungou 
y^a^O 
« ^ 0, y > 0 

gentigen. 

Hiernach lasst sich flir alle Falle, in dcneii a und y 
Zahlen sind, ein Integral der Differentialgleichung (1) ii 
schlossener Form angeben, wie man nach dem Satzo 
nachstehender Zusammenstellung erkennt: 

1. y>0', 06>0, a) y^06: (1 E(y — y — /3, y, a 

_ b) y>06: x^-y F{a--y-\-l, 2 — 

2. y>0, «<0: F{a, /3, y, x)^ 

3. y^O, 06>0: ^ x^-y{l—x)y-^‘- ftF{l—c6,\—fi,2- 

4. y^O, 06<0, a) y^o6:E(o6, /3, y, x), 

b) y>a: — y+l,/3~y-f 1,2 — 

Ebenso konnen wir sebliessen, wenn eine ganze Zahl ist, 
Wenn cc und /? als nicht ganzzahlig vox’ausgesetzt w( 
so lasst sich durch die folgende Betrachtung der allgemeitn 
eines ganzzahligen y auf den besonderen Fall y = 1 zu 
fiihren : 


Die Ausnahmef alle. 


(2) er- 
rential- 

chung 

alien 

Reihe 
30 eine 
s wire! 
;h eine 
machst 
gauze 

ganze 
Reilie 
deuen 
. Wit 

- 

Sind, 


I. aus 


Brden, 
3 Fall 
.rUck* 


Wenii wir die Diiferentialgleichung (1) nach x differ entiiren, 
und zur Abldirzung 

setzeo, so folgt: 


(4) x(l-*)g + [,+l-(«+^+3Klg 


-(«+l)(i3+l)y=0, 


nnd cliese Gleichung geht andererseits auch aus (1) hervor, wenn 
y durch imcl o6, y durcli y-\-l ersetzt wird. 

Bezeiclinen wir also eine Losung der Bifferentialgleichung (1) 
mit Y (o6, /3, y), so erhalten wir aus (3) und (4) : 

( 5 ) r(« H- 1, |3 + 1, + 1) = — 

Fiir die Function F giebt dies die Relation: 


+ 1, /3 + 1, y + 1, 


_ y dF(oc, y, cc) 


die sich unmittelbar durch Differentiation der hypergeometrischen 
“ Reihe bestatigen liisst. 

sind) Nimmt man fiir Y(oc, y) zwei unabhangige Integrale y ,2 

von (1), so werden die Dift’erentialquotienten dy^jdx^ dy^ldx nur 
dann von einander abhangig sein, wenn eine Relation + ^ 2^/2 = ^ 
besteht, worin Constanten und c eine von Null verschiedene 
Constante ist. Dies ist aber nur inoglich, wenn c eine Losung 
ganze von (1), also a oder ^ = 0 ist. Da wir aber ganzzahlige cc, 

^ ausgeschlossen haben, so erhalten wir aus (5) jedes Y(w-j-l, 

I. aus ^ y aus einem Y (w, y) und es ist also durch diese 
Formel der Fall y -|- 1 auf den Fall y zuriickgefiihrt 

Auf der anderen Seite konnen wir die Diiferentialgleichung 
■^5^)) (1) so darstellen: 


Setzen wir also 

^ —00(1 — X) ^ 

und folglich nach (7): 


(06 “f* — 1) x'\ y 'i 


1) 

^ dx' 
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SO ergiebt sicli 

und es ist also 0 eine Function Y (a — 1, |3 — I, y -— 
Wir erhalten so: 

(8) r(«-l, /3- l, y — 1) = 

+ - 1 -ia+ft-l)x] r ( 

und hierdurch ist der Fall y — 1 auf den Fall y zurlicb 
Auch luer ist der Fall eines ganzzahligen cc oder ^ auszuscl 
Durcli wiederholte Anwendung von (5) und (8) ka 
die Integration der Differentialgleichung (1) liir irgend ei 
zabliges y auf den Fall ^ = 1 zuruckgeflihrt werden. 

In dem Falle ganzzabliger oc, /3 lassen sich aber nic 
Integrale fiir ein ganzzahliges y durcli blosse Differential 
dem Falle y = 1 ableiten. 


§, 10 . 

Das zweite particulare Integral fiir y = 1. 


Wenn wir aus den beiden Integralen 2 / 1 , ^ 2 ^ zunac! 
unbestimnatem eine lineare bomogene Function mit con 
Coefficienten bilden, so erhalten wir wieder ein Integra! 
solches ist also auch 


(1) 


y = 


Vi — Vi 

y — 1 ' 


Da nun, wenn wir y in 1 iibergehen lassen, — y 
so erhalt (1) die unbestimmte Forna 0/0 und wir konnc 
Grenzwerth durcli Differentiation bestiminen. Wir erhal 
fur y = 1 das zweite particulare Integral in der Form : 


( 2 ) 

Es ist aber 


y 




Vx = Y{o., /3, y, x\ 

2/2 = F (c 5 — y -j- 1, ,3 — y 2 — y, a;) , 

und wenn wir also in Bezug auf y differentiiren, und der 
halber F(«, /3, y,.x) mit F bezeichnen, so folgt fiir y = 1 


uiitl wird 


fi rf 

■Ulll 

'iu 

«*!it ullt 

tillll Mil# 


'h%i li#| 
!Siiiiil#ti 

I Elli 


'i wirtl^ 
■^11 J#ii 
it^ii ^ 


(H) 


a 


/■' lujT .( 


, F 

ft/. 


, F 
,li 



W(‘uii niu^li ili'i' [liiriTi'iitijilion y [ jj;i-Kiitzt. winl. 

Tm ilii-si‘ii AuHtlriH'k t-xplicuto tliii'ziist.i-ll(>u, Kiitx.i'ii wir zur 
Alikitrzun^r 


(4) 

/■< in. • 1 ) .. . (a j » 

1) /H/i 1 I) ... f/i4 « 1) 

' " ™ ] .‘2 ... II 

r(y 1 1) ••• (y I ft — U 

so (l.'l 

SS 


(0) 

F («. ft. j', ./■) 



bl, 1 

I'is i'olgt null : 



1 log .i„ 

« 1 


11% 

r< i P 

t u 


r log A„ 

n t . 

1 


' /J 

/ p j Jl 
» il ' 


t log 

f. 1 

' 


' r 

— J J- J 

t (1 ' 

iintl wimn wir nlnn: 


(<il 

, ' log <}« , f log A 

« , ' log/l« 

f? « ( p 

' ~ '■ Y 


n % 

y " 

* ,,)(y ! 

. Y 

^ j j 

(7) 

n„ 

A ft fi-n 


, HO i«t (‘in Atnnlmck, tier init utuHidlich waclmeiulorn 


tuidliclum (Jrensswerth hat, 

und folglie.h irt die Iteiho 

(H) 

0 (fis, fl, y, X) 

m 

S 


M « 


Kiir«<e in dera8«Uu*ii I'lnfangR convergent wio die lieihe (6), na,nilioU im 
: Einlieitskroisi. 
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Es braucht Mer auch clerFall nicht ?.u w.r.l 

dass w Oder /S negative ganze Zahlen siruU olmo i * 
von a„ clann gleich Null werden, well dia Eactoran « ■ ^ 

im Nenner von tiioht ruahr vork.unnun.. h- 

aber nacb (6), (7) und (8); 

nF . cF .<'!• 

(9) «>(«, A y. 


oF 

r tv. 


rF 

f.ti 


und demnach erbalt man die beideii partinilan-n lut_<-«riti- d 
hypergeometrischen Difi’erentialglcicliung lur di*ii bull 7 
dargestellt durcli die im Einlieitskreis giiltigeti Kiitwickfhing** 


i/i = F{a, /3, 1, x), 

^2 = log X F{a, §, 1, X) : d>(a, (1, !, t. 


s. n. 

Ldsungen der hypergooinetriHclieu Diff t* rt*iitialgl«’J «'buii 
boi ganzzahligom y. 

Um das zwoite particiilaro Integral finer Differt'iitiulglidclmn 
zu linden, naclidem einea bekannt iat, kdnneii wir imcls Km'- 
anderen Weg einschlagen. 

Wenn wir die Formel Bd. I, §. 62 (13): 

(1) j/, ?/: - y, 2/; = 

auf unseren Fall anwenden wollen, haben wir zu setzpii 

a = y .~i“ ± ' •■)* — Z _ “ ‘ ^ ■ r, ‘ ' 

x(\ — X] ' ' X I X 

d 

— log /• ( 1 -«l'’ ' ' * ’ ’ . 

fix 

und es folgt also: 

Vi — Ik y\ I* ■“ 'b ' 

(1 “ ^ F ’ 

Nehmen wir also j/j ala bekannt an, ac» foigl 
wir die Constante C — \ setzen : 


( 2 ) 
Oder : 

( 3 ) 


§. 11. Losungen der Differentialgleiohung fiir ganzzaliliges y. 29 


eine additive Constante bei diesem Integral ist gleichgiiltig, weil 
(lurch Hinziifligung einer solchen in eine lineare Combination 
von 2/2 und 2/1 iibergeht 

Ist zunachst y eine positive ganze Zahl, so konnen wir 
( 6 ) 2/1 = 

setzen, und ar^y (1 — Potenzreihe nach 

aufsteigenden Potenzen von x entwickeln: 

(6) ar-y (I — = ocr-y ~|- -j- ••• 

Hieraus ergiebt sicb durch Integration nach (4): 

(7) 2/2 = cir-i Vi log X x^-y 0, 

worin 0 eine nach ganzen positiven Potenzen von x fort- 
schreitende Reihe bedeutet 

Die Coefficienten dieser Entwickelung sind Functionen von 
w, y, Fllr = 1 ist ay_i = 1. Es kann aber fiir andere 
Werthe von y auch vorkommen, dass ay^i verschwindet, nnd 
also in dem Integral kein logarithmisches Glied vorkommt. 
Dies findet z. B. fiir y = 2, w = 1 statt. 

Ist y = 0 Oder gleich einer negativen ganzen Zahl, so kann 
man in (4) 

(8) = x^-y F{a — y l, |3 — y -|- 1, 2 — y, a;) 
setzen, und erhalt eine Entwickelung der Form: 

X-r (1 _ /?-l + 1 ^ 

Also wird nach (4): 

(9) 2/2 = ai~r Vi log x 0, 

worin wieder 0 eine nach ganzen positiven Potenzen fbrt- 
schreitende Reihe bedeutet. Auch hier kann es vorkommen, dass 
Ui— y verschwindet. 




Zweiter Abschnitt. 


Integration durcli bestimmte Integrale, 


§. 12 . 

Die Function iT(a). 

Die Darstellungen cler Integrale der hypergeometrischen 
Differentialgleichung durch die bypergeometrische Reilie sind, 
wie wir gesehen haben, nur in einem begrenzten Bereicbe fiir 
die Variable x giiltig. Allgemein gliltige Ausdrlicke erhalt man, 
wenn man diese Reihen in bestinamte Integrale verwanclelt. 
Dazu benutzen w die Gauss ’sche Function JI (a), die im Wesent- 
lichen mit dem yon Legendre als Gamma-Function bezeiclineten 
Euler’schen Integral iibereinstimmt [11 (a) =: F {a -\- 1)]. Wir 

wollen sie bier durcb ein bestimmtes Integral deflnireii: 

00 

(1) U (a) =r I e-^ dx , 

wobei die Integration iiber reelle positive Wertbe von x zu er- 
strecken ist. Um die Potenz x^ eindeutig zu bestixnmen, ver- 
steben wir darunter fiir ein reelles oc den reellen positiven Werth 
von und . eine Potenz mit complexem Exponenten a 
definiren wir eindeutig durch 

(2) [cos log a;) -|- i sin (/3 logo?)] 

mit reellem Logarithmus, Hiernach ist das Integral in (1) con- 
vergent, so lange der reelle Tbeil von oc grosser als — 1 ist, und 
insoweit ist durcb (1) die Function JT(oc) definirt. Wenn wir 
unter dieser Voraussetzung die Formel 

d(er'^ = (a -j- 'l)e~^^x^ dx — e'~~^ dx 



Ilf. 


h it‘ Kii lit'f inn // (() 


/.wis{*lu‘ii tirriiz«*ri u innl / int(*grir«ii . st> fi'girlit sicli «iit’ 
(lnutdt«>nn<4 : 

I.'i) //(fif ‘ h {a \ \ ) n ia), 

lunl (lurc-h wirthqhulti* Auwctuhnig: 


(4 1 il(a j H) Ui I I ) K4 I (a • 

Dtirrli Fdrint'l wir if {ai auch dnnii 

ilflinirrn, wimui «I«*r ’ritail vun a khdnar als 

i isi. Wir bniurlirii uur. wvun a iiirht i^Unvh eiiirr iH‘gativ<‘n 
iian/.i'u Zahl u hu grnsn /n iH*hiuaiu tlriHH a j- a [aiHitiv wink 
uiitl claiiii iHt //««) rliircli (h uihI (4), unaliliiltigig vcni a. drlinirt. 
F.h ri-giidii aUH il): 

(5) //(Hj i, 

uiiti dtaanarli .iuh i ll. wa-an n t iin* gnii/a jHinitiva Zald ihI: 


i If) // fii) “ I . 2 , II . , , H ' n ! 

liat a! H«i Hi Hi dirHidlt^" lUaltniltuig^ iu dtu* wir diim Ztdt'liaa 
nrhciii iiadirfarli g«diniitc’|«l liitlHai. 

Writ 14 m iHtm** nrgfitivf'^ Xahl wirtl, wir 

ill** F^riiiid (l| //(r4) tiiiinidlii’h. 

\‘«Mi Wifrthrn nli* 4 rH«dH»tn int Him) iiiirh (1) and 

14 j id 11*“ 1 1 lUid nlrligit k’unrtinn dtM' r*u!ii jilpxrn 

Vurinldim «. 

\ht a lifir lailirht h'wU, w*nni man tinlrr 

dnin Intr%^ral/.ii<'!i«a4 a .i ait vmi x 


I?) 


' ti x 


Ute^l 

t 1 


Ki^ Hf*i ^ riip^ jatmiitip \'iiruil»tt«. in (7) u I \ lu 


alwn 

(^1 


•m 


1 1 ! !/r ’ ‘ ’ 


Ft»r«)i'i miillijtlit jr«»ii wir mil i/U/.r, unit ititrgrirmi vmi 
0 Iii« ixi. {Fiiltirtii fulgt: 

I I «""• * *** //(«> I ^ , , , 

I # S '' ' 

luitl wtniii wir iiiil’ 4i*r liiiiciMi Sintr ilia liitaurntintntinlgi* nm*^ 
kalinai ;. 
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Zweiter Abschnitt. 


§. IS* 


ji(«) 


f ^ j /«°° f 

T •{' = c-^x'‘dx e-^vt/dy. 

J(l + 2/)“ + > . J 


Auf das innere Integral, das jetzt auf der recliten Seite 
steht, kdnnen wir wieder die Formel (7) anwenden und eidialten ; 

00 

J7(/J) j e-* dx = n{p) ir(a — /5 ~ 1). 


Dataus folgt also: 

r ^^^2/ 

J (1 4- «/)“+’■ 


JI()3) 73 (« -/ ?-!) 
73(«) 


oder, wenn wir a dutch w -|- |S -)- 1 ersetzen : 

y^dy _ J2(«) 77 (j3) 


(9) 


(1 - j - 2/)“+/»+2 


77 (« + /?+ 1 ) 


Wenn wir hier a mit /? vertauschen, so bleibt die I'echte Seite 
ungeandert, wabrend dies auf der linken Seite nicht sofort er- 
sichtlich ist. Macht man aber die Substitution 


y = s ^ = 1 - s -Jl- 

1 + ?/ ’ 1 “h ^ ’ (1 + vY 

so ergiebt sich 


(10) 


I (1 — «)“ s?ds = 


12 (jx -j- — f- 1) 


(7s, 


und hier werden auf der hnken Seite « und /3 vertauscht, wenn 
man s dutch 1 — s ersetzt. 

In der Formel (10) kdnnen os und /3 irgend zwei Zahlen 
sein, deren reelle Theile grosser als — 1 sind. 


§. 13 . 

Ausdruck der hypergeometrischen Reihe durch ein , 
bestimmtes Integral. 

Die Relationen zwischen den 7T-Functionen gestatten, fur 
Je hypergeometrische Reilie einen geschlossenen Ausdruck zu 
finden, indem man die Binomialreihe zu Hulfe nimmt. Nach dem 




H y iM*rgi’rMafirifU!h«‘ I ill ruU\ 


Lrlirnat/ isi niunlich, wmii diT aliHolati* Worth vcm 
^ kli'iaor iiU 1 ist: 


(1 ** 1 hj: i 


, ! t) 


f .. IV ^ ' 

^ ^ 1 ' i 


iiiit Ih^ntiUaug ti«»r I’nrnu*! 12, ( I): 

Mif Hi'imtzuK^j tliTMcliifii Fcirmi'l kiiimmi wir dio Kinicliciii 

XI HU (tiirnti'lli'n : 

fJ) /-‘(fi, ft. }\ .n 

I! iy tl t!{n 1 )i 1) /il/J I H I) ^ 

// 1 « h //(/< ! l ;r1^ llvn Illy i « I) 

<iinl uat'li S. 12, (KM int 


f/((i i H 1 1 //(j» jfJ 1( j’ 

ll(y . It I I j 


I 1 H)' ■' ’ s ' I II 1 ^ 


Iliprtmxli knimmt wir die Funtitd (2), writii wir dit< Suuitiiii- 
tinji lutli'r dfiii vnnuditnt'n, su diU'HltdliMi: 

/■' («. /), )\ x) 


Ifty \) I 

itiiifi uniy i( i)\ 


U I 


Mill »iiit ?«»ii di, wiiim laiia 

Ml F im, iK 


\W/(M i «~~I) 
fix Hi'tzt: 


I Hr ii j 
n(ff fUy (i i)j 


s* * (1 sp ' * ‘ (1 s,r) iln, 


rorinw mitii t?iu« ilhiiUidw Uarsfi'llimg wrliiilt, wimn iitHtt 

• iiiit fi vi'rtJitmctUi 

I)i« Fnrttitd {3) i«t in di^'Hrr Form imr atiwimdlwr, wrnii die 
••idUm T!w'il«5 v«in fl n«d y ji jHwitiv mind, weil humh! dan 
i»t<*gral Jiitht «* 0 Hvi*rge»<t wiirr. Ikigagijn lndiiiU dns Inlcgml 
af dflf rr«'hl*’ii Stntn t«ii (3) auch danti nitiaii .SjtiH, wmii dar 
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Zweiter Abschnitt, 


§. 14. 


absolute Wertb von x grosser als 1 ist, wo die Bedeutung der 
jP-Reilie aufhbrt. 

Da aber die hypergeometrische Differentialgleichung iden- 
tisch befriedigt ist, weuu man die Reihe F oder das ihr gleiche 
Integral (3) einsetzt, so wird dieses Integral fiir alle Werthe 
von X ein Integral dieser Gleichung sein. , 

Die Formel (3) gestattet uns einen Schluss auf den Werth 
von !?’(«, /3, y, x) fiir x = h Lassen wir in dem Integral (3) 
« in 1 iibergehen, so ergiebt sich 
1 

j s/’-i (1 — ds, 

0 


und das ist nur dann endlich, wenn 
(4) y _ a - j3 > 0 

ist, Oder wenn wenigstens der reelle Theil von y — a — ^ positiv 
ist. Ist diese Bedingung erfiillt, so konnen wir den Werth des. 
Integrals nach §. 12, (10) bestiminen, und wir finden so 

n(y - 1 ) n{y — « — /? — 1 ) 


( 5 ) 


F(C(, ,8, y, 1) 


niy 


1 ) II(y -p-1) 


§. 14. 

Integration der bypergeometrisclien Differential- 
gleichung dutch bestimmte Integrale. 


Wenn man den directen Nacljweis ftihren will, dass das 
Integral (3) des vorigen Paragraphen der hypergeometrischen 
Difierentialgleichung 

(1) x{l — x)y" -{-[y~{ci-j- ^ l)x]y' — = 0 

gentigt, so gelangt man zu einer wesentlichen Verallgemeinerung 
dieses Resiiltates. 

Wir setzen, da es auf den constanten Factor hierbei nicht 
ankommt, indem wir einstweilen die Grenzen des Integrals un- 
bestimmt lassen: 


y = (1 — (1 _ sxy-^ds, 

y'. = « (1 — (1 _ sie)-«~i(2s, 


» “h 1) 


(1 — s))'-|S~i(l — sa:)-“-2ds, 


( 3 ) 



^ M. 


I ii ? nif iuit liurt’li i in in ta J nf 
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luu! tlnrau''^, wenn wir ili<* luikn Snitt^ ihn* (ilmcliung (1) mil (i/| 
lii*/tnr!uu‘ii. iiUii iVir ir^iuni tiiu* Fuiuiidu // 

I’U |i/j j\\ j)if* f 1^/ (>4 I fi j l).r|f/ - a/ip 

* 

uud 7.ur Aitkur^unj.^ 


(4l ■ • sU i s)>' .^(I ■ d\s) 

sat 7 f*ii fiir 3<nj Aiwitlrurk ri) vnii //: 


« 5 | |j/| 

Hiui‘*r«*rsrits nh«*i* 


y .< » iix\a [i -[ I .H‘ (f 4 y \ {)] 
H‘ ( 1 I? ) { 1 j: H ) 

4i'h clurc'U IHn'«*nnitiuti<4n lutch k: 


|i ys I (j 1 1 y I I)] 

(is .s { i M 1 ►f' s) 

nm\ wir s’rUidt«''ii hIhm: 

« 1 ( ti s } . 

till I?/! K j ds. 

Hiif liit<"gmliuH iiiif finr rrH*ht«^ii Soitn IHhnI nii^h iiIho auH- 
fiilin^iu iintl m tirlu ilitm jif] o, n\nu tlm iJilli.Tfnitiiil- 

gli^irliuiig «»rfulli mi, mmm iiiiiii dii* Circm^nn tUin IntagriilH m* 
wiililt* iliim ill ilsiHHi *liii FiUietiini fp(s\ vntwhwituleL 
ga^rhi«4il 


iiir s ■■ i\, wniin , * U, 

-m 't ■ K t-k 

("I I .... 

n ^ ^ t n ' ■ I '■>» Ck ^ 

^ ^ ^ a -- ■ I ..> 

uihI wi^pfi sliiliiir «i, irgariil ^mn von dm vim Wsrtht^n 

CB) tf ■=:.^ t 

»i ml, dm Vo.muii®tiuttf (7j tr- 

fiillt mt: 

t, 

(III f ^ (1 -- * (I 

4 

Bill IniftRmt tl®r lMff#mntiiilglMehiuiR (1), i«t liierbwi nur 
noch b«mwk»o, iIms, wpriw «*iti<* fl«»r Gn»ns»n tin* Iiit^gralu 
I jf i«t , Imi d«r IMUlattg wm / untl /' jsttiiMchut BiH'h 
iHiwlor hitiJMikiaiinieH wikrtbn, di# v*«i tl«r Biffgreiititttiwn iuliftnug 
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l’'unfter AlittahinU 


!j. 33. 


ist d(o ein FlaciiiHielemtitit iui 

Korpers, dn ein Kh'iaetit ih-r Normalfn an lim^ 

in einer baliebigen cler Iffiilcn Uirlituiigen 

positiv genommnii, «tt flinsist in dor lliclitutig 

Ton dn in «lem Zi-itoloinent dl oim- W-irtm?. 

menge 

(3) dq —~! k da dl, 

wenn k die Ijcitfiiliigkcit der Sulistaiiz i«f, dio ouio Fum- 
tion des Ortes uiul aucli dirr Tomporatur it (alKo imidifilo aiir}» 
der Zeit) sein kami, in erster Antddn rung ala r uutdi aja l•(ln!^tllu^ 
angesehon wird. 

Zur VeroinfachuDg d«‘H Aiiwlnnkt-t fiihron »vir jefzt dt*»i 
Temperaturgradieiiten inlor dan TwHiporalurgofuHo oiu. 
und nennen den Voetor (Bd, I, liB| 

(4) C. — k grad « 

den Wiirnieflusw. K« ist danti naeh (3) dto (^nnpimotilo #/„ 
dieses Vectors dio in dor Zoiteiiilioit in fter Itn htnng n diirrls 
die Fiacheneinlieit liiiHlarcligogatigojio Warmoniongo 

s. 82. 

Die Differciitialileiolittng dor Wiir m «1«. j t nn «. 

Um nun zuder DiflerontmlgWchung ftir «!i« Warm«do*wi»KMi»g 
zu gelangen, betmebb’n wir •sinen lioliohigon UaiiHithad r idno* 
Warmeleiters, in detn die Temjwratar mid ttn* *r«irnH‘rrtttirKofi4llo 
stetig Bind, and in dew »ach dki lAiilfsUdgkoit k koim; I’nitoiig. 
keit erleideb 

Ist 0 die OberflSche wn r, da niu Kiotnonl v«jn it tind « 
die ins Inner® gericbtet# Hortnale, mt i»t 

(1) da 

die Warmemonge, dio durc!h viin a««Kon in dor Zautoinlwil 

in den Raum t eintrilt, and diwr Aasdrtick liinst sicdi narh itom 
Gnass’achen Int^ralaate (Btl, I, |, I.) mch darrh otn Batim. 

integral darstellen : 

(2) ■— I dir C dr. 


§. 32. 
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Die Differentialgleicliung der Warmeleitung. 

Um allgemein zu sein, nelimen wir an, dass zugleich im 
Inneren des Kdrpers, etwa durcli elektrisclie Vorgange oder auf 
andere Weise, Warme erzeugt oder vernichtet werde, nnd be- 
zeichnen die im Eaumelement dx in dem Zeitelement dt ge- 
bildete Warmemenge mit 

(3) Adxdt, 

worin A eine Function von Ort und Zeit bedeuten kann. Der 
gesammte Gewinn anWarme, den der Raum r in dem Zeitelement 
d t erfahrt, ist daher nach (2) und (3) : 

(A) ‘ dt { {A ^ div €l)dt. 


Wir selien ab von den mit den Temperaturanderungen ver- 
bundenen ^^olumanderungen, so dass jedes Eaumelement dauernd 
von demselben Massenelernent erfiillt gedacbt wird. Dann ist 
die Masse des Elementes dt, wenn q die Dicbtigkeit bedeutet, 
gleich Qdt und die Temperaturzunahme im Zeitelement dt gleich 
(du/dt)dt. Um diese Temperaturzunahme zu bewirken, ist aber 
nacli §. 31 (1) eine Warmemenge erforderlich gleich 


CQ dtdt, 


also fur den ganzen Raum z 


dt^ cq'^ dt. 


Die Ausdrucke (4) und (5) miissen also einander gleich sein, 
und da der Raum x beliebig war, die Gleichheit beider Aus- 
drticke also auch fiir jeden Theil von x bestehen muss, so folgt 


cq~ = A- divO 


div Ic grad w, 


Oder explicite geschrieben [Bd. I, §. 87 (3)]: 

0M ^7 8m 


,0m 07 2m 07 2m 

dx dy ' de 


Dies ist also die allgemeine Differentialgleichung , der die 
Temperatur im Inneren eines Letters zu geniigen bat. Die 
Grosse A ist aber nicht immer von vornberein bekannt, sondern 
sie bangt ibrerseits wieder von nocb unbekannten Functionen, 

Biomann.-Weber, PiirtleUa Differentialgleioliuiigen. II. 6 
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Futifti-r Alischttitt. 


S. 33 . 


z. B. von der Intonsitat tlnr idi-ktrischen Stnimung. ;tli. Wir 
betrachten zunachst dan eiitfaclistcri Fall, wn yl -- o ^'.•sotzt 
werden kann, wo also ini liiueren dfs Loiters oji, zu hcriick- 
sichtigonder Uinsatz von Knergie iiirlit stiitttindft. Datin ninmit 
I. die einfache Gestalt an: 


k 


t H 


la. 




Cti 

cl 


t J' 
CJ 


rij 

^ 1 ! 


k 


( H 


f M 


Wenn die Leitlnhigkeil k siU roiist.’iSit wi*r<lfri 

kann, so vereiiifacht nirh Ulrirlmiig tmvU waiter, uiid »ii» 

wird, wenn 


( 7 ) 

gesetzt wird: 

Ib. 

Oder abgekiirxt: 
la 


f- H 
_ 


A' 


( r ^ H 

— 


e II 

7f 


, r-'"l4 

11^^/ II, 




d 


Ist auch die spodtisrho Wiirm*- r uml die Uielitisikidt 
constant, so kt eine «li«* ili-r Tom ju>rii t n r - 

Leitungscoiilficient gfiiannt wird't. 

Setzt man in ckn Fonwdrt I. his le. # m >/ d, 
geben sicb die Bedingtmgt'ii fiir *hn» NtiitiMit jirflii X us t a tut. 
Die Gleichungen Ih. luul le. werdou djuui diesfllipn, wit* di«' fiir 
das elektrische rotentkl N stali.miiri'i- idoktris«-lt»*r Strumuiig 
(Bd. I, §. 162). 

Grenihftdingti ti gou. 

Bei den WiirmeldtBng*j>rohkin«n Imhisn wir ea immer nut 
begrenzten Kdr|«*rn zu than. Bei d*'ti ViTsnclmn stud feslti 
Wameleiter mit der Lull in Iteriilirmig . mi.?r do holitidon didi 
in einem Wasserbade, In dem clit Toroneratur oatjstsnt nchaUeu 
wird, u. 8. f. 

Die Dimengionea 4w hier rorkomwendea ttniMiwn in ai»*ohUitm 
Maas* Sind, wenn Temp«atardiMrer«*Mi nk Zn.hhn angowhen worden ; 

[&] = [inlt-’l, [e] -,4: j-^i itt»j 
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I 


illl 


/.war iNt jcdor fiulliclit* Kurpci' 'riii>il oines unbogronzten 

Kind HiiRsigoundgasformige 
Kiiri.iT iTitbalt.-u. kmmnt aiu-h dio Wilniicstrahluiig in Be- 
trutdit, iin.i tli.* 'I‘li.-(.rit. h\ widt duvou ontfornt, dioso Umstande 
ulli* lHTiii'k‘,icltti}j..-it zu kiiitm-ii. Man bfachriuikt sicdi daher auf 
dif liidraidituni’ i-ndlifliiT Kfirpor, ihubs daun n,bor dio ergan- 
zotidfu noditiguiiK.-n an d.T (inuizt: aiiK dor Krfabriing odor 
durcli WiilirNrh-iiiliolio Aimaliiiioa hiitzunigou , dio naohtraglich 
durch di»- Krialnuug zti priil’ou nind. 


I, S t <• t i g k id t s ln'd i n g u I) g 0 II. Kh wird angenominen, 

duRK die ri-uijt' niliir an jodi-r Stollo oiiio Htotigo Function 
dor X.oil ist. !n ■•iiioiu llHUinlhoil, in dom Hic.h dio Codliicionten 
'■ I’iotig iindorn , i«t dio 'roiniuTatur ciuo Htotigo Func- 
t jnil doK Ur li’H. 


2. AnfaiigHzuxtiuid. In irgoiid oinom Aiigonlilicko, von 
doni niiH WH lii-n Vorgniig vorfnigoii wollon, and in dom wir 
t r“ n fn't/on, iRt dio Toinjioratur oino boliobig gegobone 
Fiuiotiun doH (trloH. dii* wir don AnfangHzuBtand nonnon. 
IHom' Ftini tmn braindit niolit Htidig zu Hoiu. Nach 1. muss abor 
narh Vorlatii iimT inwdi sii kiirznii Zoit eine otwa vorbaiideno 
ri»«t«‘tigkoi! Rioh iuiHgoglii'lwti liuboii. An oiiizolium Stolloii, 
otwa an Fiariioti, in donoii ilor AnraiigKZUKtaiid uiiKtolig iHt, wird 
nlwi am h onto <<jirnngwoi.io Aotidonuig mil dor Z-oit. aiigoiioiniuon 

wordon iiitiHRon. 

Ein*i Vi’i'lotznng dor Stotigkoiuhoilingung 1. iuuhh dahor 
Jilr t o zngi’iaRRoi! wordoii, Wir iorimdiron (labor die Be- 
dingung fdr don Anfaiigiz.iwtainl otwiis wthilrfor (laliiu, (lass die 
Tom|»«<ratiir « <dr / 0 tihorall da uUdig hi don Anfangszustand 

iiltnrgi'ln ti »idl, w«» diwHor AiifaiigKZUHtmid eino stetigo Function 


di's OrtoR sn!, 

Bozon hiion wir mil 0 don Anfanp'zuttand, ao drUckon wir 
dios® {lodingiing »* a»w: 


11 


fUr I 0 iat u 0, 


li. Hnditigung an linutntigknitanilchon, Wonn aich 
zw«i liotorngoiio la*U«T I, 'i in niner Fl&che o borlihren, so 
kdniton wir «lio» m auflJMiSon, ids i»b die Ooliffloionten Jt, p, c an 
dio*or Fliiolwi oiiin iiifMiigwoiwB Attiideimng erloiden. Wir bo- 
jsoiidinon tlto WVrth*' itii bitiilBn Sidtoti dor tlkcbo © niit /Cj, pj, (3i> 
k,, «*,. l>i« 1Vi«j«.ratMr « kami an dieter Rkche gleichfallt 

6* 
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Funfter Abschnitt. 


§• 33 . 


Fig. 8. 


unstetig sein, urid ilire Werthe auf beiden Seiten seien Wj, 
Wir grenzen zwei Kaume Stiick von co als ge- 

meinscliaftliclie Grenze haben, und ausserdem durch Flachen Oj, 

Og -begrenzt sind (Fig. 8) und bestim- 
men nun die Warmemenge, die in jeden 
dieser Raume eintritt. Dabei werde die 
Annahme gemaoht, dass durcb ein Ele- 
ment dci) von CO in dem Zeitelement dt 
eine Warmemenge von 1 nach 2 iiber- 
tritt, die mit der T emp erat ur differ enz 
— ^2 proportional ist, und die wir 
gleich 

( 1 ) h(ui — u^dodt 

setzen. Der Coefficient h kann eine Func- 
tion des Ortes und der Temperaturen ttj, 
U 2 sein, und wird im einfacbsten Falle als constant angesehen. 
Er heisst die Debergangs-Leitfabigkeit und wird wesentlich 
aucb von der Beschaffenheit der Beriihrungsflache abhangig sein. 

Die Warmemenge, die der Raumtheil ti in dem Zeitelement 
dt gewinnt, auf die Zeiteinbeit berecbnet, ist dann wie im §. 82 
zu bestimmen und ergiebt sich, wenn n die innere Normale an 
Oi bedeutet: 



( 2 ) 


j Qn^O^, — I fe(Mi — u^)da -}- 


Adt^ 


und nach dem Gauss’schen Integralsatze , auf angewandt, 
ist dann 


( 3 ) 


I QndOi — I Qndco = — I div Q dr^ 


wenn im zweiten Integral n die Normale an c?co, von 1 nach 2 
gerichtet, bedeutet; also ist der Warmegewinn von Tj 


(^) 


I [Qn — ^( 1*1 — Mj)] do ' {A — div Q) dtj. 


Andererseits ergiebt sich aus der Temperaturerhohung fur diese 
Warmemenge der Ausdruck 


( 5 ) 


f , 


und nach §. 32 (6) ist daher 



t « rr hj: l.tMl ni|» u ilgrn. 


XI 
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I !<^« /<(«, (/(,) - 0 . 

Dll ilivHv fur jvdvn '!‘hi‘il <li?r Kliichn (o giU% 

Hvm iiiusH, Ml liilgt luiH ihr lur j«*«lan Punkt xmi ui clio (iknnhung 

V« ■■ - IK 

Kh ih! II «Ur vMii I uucli 2 gi‘rirhtftt* Nurinah* an m, 

ujul Jiin'ii i* 3! 1 4) ihI: 


I54rin'hhui|i j.irli nuf unwcnnlcai, ujnl mi 

i»rliaU*is wir iiImi liu^ Il«‘’tlingiui||t[ni: 


111. 


/l(llj ^ Uj) 




fur di«^ Fkirlir w. 

^bi!i i|i0 k inuu IiiltigiUMliinnin4uti nmhr 

f*ntliiilt. isl'^ ih ivi^riltu* iilmi 4iu ViTlinliriiNM- k^ ; h tunl k^\h 
tlim-h wir dir^t^ I4ing«^ vrr- 

nrliwiiuis^iul klriti (im Vt^ncUndi fM tlun iiliriK^^n iti 

tritdii rrgiulit nirh cuni* iuuU*r<*. Hr» 

fliiiguisg, iiaiiilirh: 


niii. 




f 11} 

r H 




{■ til 


nil «lrr Unrlsr^ m, 

I'fum i>iil%|irir|it lihu firr Afififtlmii* iihiir ihui Atmgliueli dar 
Titiuj^wltipni I iiii4 2, dum inii«^ iprungwintif^ TrfnjHv 

miurandmiiig liiirli liPitn mm t\mn innun Ktirpar in 

dan niitlaraii iik!iii kiiiUH itnd dch wdnrt Muflirntni mu«», 

wafin nfti Aiifiiig l^nlfiiiil lliw ClaRilla wird an dur Ornn^^sci 
fdtia diirris lllii. I«^iiliiiiiiila tirlindini mliwiin. 

Itiiiriiaiiliifig, iiiif dmi Full iingawnndii Jitdgf 

tin^» cliiiiii ik.ii Taiii|M»rfiliitricaf#i!!*’ idrhi iin Fliirhini utifttutig warden 
kanit* m'aiiii idatil dir uimtalig kt 

I. ClliarflitrliiiifilHidiiigiitig* Aiil dam glindmtt Wrgu if* 
haltaiii wir dit« lladiiiiniii fllr «lk^ lIlM^rHikdia d«*i Kiirjmti. Wir 
naliriiati *iia 1 afii|«r«t«r I" «ltr Ftiifidiniif, t, li dnr Zimrtiirltifti 
ali fttgiikfii ati| ill? kaiiii rniwlMit nd«r wiiah uitm gtigiditni 



86 


Funfter Abschnitt. 


§. 34 . 


Function von Zeit und Ort sein. Es kommt nur auf den Werth 
von U an der Grenze des betrachteten Korpers an. Man nimmt 
dann wieder an, dass durcb ein Element do dieser Grenze im 
Zeitelement eine Warmemenge aus dem Korper in die Umgebung 
tritt, die durch 

— V) do dt 

ausgedriickt ist, und nennt h die aussere Leitfaliigkeit des 
Korpers. Es istf dann alles wie vorber fiir den Korper ^ 2 , nur 
dass jetzt an Stelle von % die gegebene Function tf tritt, und 
man findet, wenn n die nacb innen gerichtete Normale bedeutet 
und durch einen dariiber gesetzten Strich angedeutet ist, dass 
die Werthe der Functionen an der Oberflache zu nehmen sind: 

IV. = 

Die aussere Leitfahigkeit h hangt von der Temperatur selbst, 

und sehr wesentlich von der Beschaffenheit der Oberflache ab. 
Auch hier kdnnen wir den Grenzfall betrachten: 

IV a. w = 17. 

Eine Bedingung fiir den Differentialquotienten ergiebt sich 
in diesem Falle nicht. Man kann IVa. als Grenzfall aus IV. 
ableiten, wenn man h unendlich werden lasst. 


§. 34 . 

Eindeutigkeit der Losung. 

Die Differentialgleichung und die Grenzbedingungen, die wir 
in den beiden vorangegangenen Paragraphen abgeleitet haben, 
sind linear, wenn wir die Coefficienten c, p, fc, fe als von der 
Temperatur unabhangig voraussetzen diirfen, Unter dieser Vor- 
aussetzung sind diese Grossen, die ihrer Natur nach positiv sind, 
entweder constant oder nur von den Coordinaten, nicht von der 
Zeit abhangig. 

Wenn wir ausserdem noch voraussetzen, dass die im Inner en 
des Leiters erzeugte Warme A entweder gleich Null oder dock 
eine gegebene Function des Ortes und der Zeit ist, so lasst sich 
beweisen, dass durch die Bedingungen I., IL, III., IV. der beiden 
letzteh Paragraphen die Function u eindeutig bestimmt ist. 


t lU i I iltT 
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§. :m. 


wir :iii, i*xisiirvn '/\nn Fum^tioiitm h', it'\ die den- 
nMum I. IV, untl '/wjir fur dieselben 

FtiiK'titnH'ii A uud I , dir* Din'creiiz 

( 1 1 II wi' ^ 

den fnlg».*udini nedmicuiigrii: 


1 . 


r(* 


t u 
i:i 


tUv A* grad u, 


f i«g 

t n 


n fiir f - (i, 

r II,. 


A*/ 

" t n 


h in 


nil fdlier riiHit 4 i| 4 k«itHlUirh«* la* 



mi tier f lliertliirlii^ Iinbei iMnleutid. h in 4, dio auHBore, in S. die 

Fidiergf 4 itgft 4 #«dlfjildgk«dt, 

|Wir iitdiiiien liter die idlgimndnereu liudingungon III., IV. 
Ilri Antialiins'’ der llediiiguiigen UIil^ IV a, wiirdi' nicdi dor Be- 

widt tntrli »lwa^4 innlurlier gimiaU-eii.) 

Weriii wir cler Farniid: 


f k ti 


# II 
f j' 


i r 



k ' “ 

( X 
CX 


and tli*n iM-itUMi «>iititjirt*ihi'n<li*n (iel)raiu:h mar.luni, so folgt 
( 2) 4iv k u griiil u k li { m) | M iHv k grad u , 


w«'nti 

(3» 


C")’ •(:'?)' 'C-“ 


iHt* (2| ginbl slwr nat*li 1.: 


f" ir 

lUlfl-MgwdM 5 " — — Cg« p-j, 

aadi, d» v»it» I aiiabhiutgig i«t: 

1 Bcoii^ 

(4) iUv k u (teml tt kD(u) -™- ,j 


Witim wir iian iiter dm gan^pti Itaum t des Warraeleiters 
integrirea and da# CJaam'p-ba Theorem anwcnden, wobei die 
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Ft)trifl.t*r Ab^n*!ini tt. 


35 . 


Unstetigkeitsflachcn a alw init ziir lifgri'uzuiig zu rin-lmen 

siud, so folgt: 


# f u . 
It'll di 


{ H 


ilUkugrailudt ^ 

» *■ 

Oder init Mcksicht auf 3, und 4. : 

f div Ar « grad « </ r j hit^du • 


A-, 


I II .. . , 

.•«3 ')d 

f U f 


U) 


J 

also nach (4): 

1 d 


hill, it^yidM. 


il 7T j ®^**^*'^* ^ j V I hu'itti) 

♦ I h ( It, Mj)* t/ M —■ 0, 

und wenn man endlich iioch in Bnztig nuf di** '/.ril t zwtHidii’tt di>ii 
Grenzeit 0 und t intf’grirl:, und cUd«'i dk* lUilingung 2. kfnii'k* 
sichtigt 


( 6 ) 


I C9«®t/r I j d(| j kthH)dt i hu^do 




I A («, 


Hj)* d m I • 0. 


Wenn nun « irgendwn im lUmmo t uud in irgoml 
Zeitintervall von Null verscldttlim isd, #c» int di« link« Hniu* von 
(6) eine Surame ion powtiven Gliwkrn, die nirlit vi<mdiwindi<rf 
kann. Folglich muM t* ~ () wlsr n* ~ ii” (»ttin , win linwi»*f»»*«» 
werden soUte. 

t lifi. 

Warmebowegttng in ftinem Htahn. 

Wenn der Leiter #in Stab bt, clewpti Qtt«nUMi«n*tif»ni>it rI»« 
unendlioh klein betraelitet werden kiiiinett, dami fiisHt ilii^ 
Problem der Warmebewegimg dadurch vereiiifiichen, «lit *4 nuin 
die OberflachenbedinguBg in die Differentialgleichung mit hinein* 
zieht. 

Wir betrochten also einen Stab, der geradlinig Oder auclt 
gekrUmmt sein kann, der einen beliebig gestalteten Quew:bnitt 


§. 35. 


Warmebewegung in einem Stabe. 


89 


voiia Flach.eiiinhalt g hat, wobei q auch von einer Stelle zur 
anderen veranderlich sein konnte. Auf der Axe des Stakes, die 
man etwa als den Ort der geometrischen Schwerpunkte der 
Querschnitte definiren kann, zahlen wir in einer beliebigen Eich- 
tung nnd von einem beliebigen Anfangspiinkte ans die Abscisse x. 
Es wird voransgesetzt, dass man von den Schwankungen der 
Temperatur u innerhalb eines Querschnittes absehen kann. Die 
Temperatur U der Umgebung kann in diesem Falle angesehen 
Tver den als eine Function von x und von t, 

Man erhalt die Differentialgleichung am einfachsten, Tvenn 
man den WarmegeTvinn eines Elementes dieses Stakes von der 
unendlich kleinen Lange dx wahrend des Zeitelementes dt be- 
rechnet. 1st h die Leitfahigkeit, die auch eine Function von x 
sein kann, so tritt durch den ersten Querschnitt dieses Elementes, 
dessen Flache ^ gleichfalls eine Function von x sein kann, eine 
Warmemenge ein, die durch 

( 1 ) 


ausgedrlickt ist, und durch den letzten Querschnitt, der der Ab- 
scisse X dx entspricht, fliesst die Warmemenge von der Grosse 




in der Richtung der positiven x^ also aus dem Element heraus. 

Ausserdem aber tritt noch durch die Oberflache des Elementes 
gegen die Lnft eine gewisse Warmemenge aus, die nach den 
Voraussetzungen von §, 33, IV. zu bestimmen ist. Bedeutet I den 
Umfang eines Querschnittes so ist Id x bis auf unendlich kleine 
Grossen lioherer Ordnung die Grosse der Oberflache, und wenn 
also h die aussere Leitfahigkeit bedeutet, so ist diese Warme- 
menge 

(,3) hi {u — U) dxdt 

- "tl) ist der Gewinn, (2) und (3) sind der Verlust an Warme, 
und folglich ist der ganze Gewinn, der zur Temperaturerhohung 
verwandt wird, 

dxdt. 

dx ^ 
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FunfirM* Ahschiiitt. 


S. BtK 


Wenn nun e uiul q siK-citihi-hti Wiinuf mul Diclitigkoit bi*- 
cleuten, so ist diese Wariiiern»*»g«* gleit-li 

( 6 ) jj fit, 

und es ergiebt sicli also die IHiroreiitiulgleic-huug; 

j r; u 

r q k — 

V. ,, 

Wollen w auch den Fall beriifkHiflitig.ni, ihtss j„, Innei-fji 
des Letters noch Wiimie <lur<-h Fnisatz v.»n Ktu'rgie crztnigt 
•wird, so tritt, werm A die in der Volmneneinii.dt uiul der Zeit- 
einheit erzeugte Warmemcnge ist. an StelU- von V. di(> ull- 
gemeinero Gleichuug 

, r M 

^ r‘ ^ ....... 

qCQ-^^ A. t f ^ hi la V). 


Va. 


Sechster Abschnitt. 

Probleme der Warmeleitung, die nur von einer 
Coordinate abhangig sind. 


§. 36. 

Die Temperatur ist nur von einer Coordinate abhangig. 
Dnbegrenzter Korper. 

Um die allgemeine Tlieorie auf besondere Falle anzuwenden, 
macben wir die Annahme, dass die Coefficienten fc, 9 , c (Leitfabig- 
keit, Dichtigkeit, specifiscbe Warme) Constanten sind, und wenden 
also zunachst die Difierentialgleichung fiir die Temperatur in der 
Form §. 32, Ic 

( 1 ) = 


an, worin = hjcg eine positive Constante ist. Wir wollen 
diese Gleichung aber zunachst noch weiter vereinfachen durcb 
die Annahme, dass u nur von einer raumlichen Coordinate x ab- 
hange, also die Differ entialgleichung ( 1 ) die Form babe: 


du , 
dt ~ 0^2 


Dies setzt voraus, dass wir uns den Leiter in der Richtung 
der 2 /^-Ebene unendlich ausgedebnt vorstellen. 

Aber auch die Differentialgleichung fiir die Warmebewegung 
in einem Stabe lasst sich auf diese Form bringen, wenn wir die 
Temperatur der Umgebung U und die aussere Leitfahigkeit Ji 
und den Querschnitt q constant annebmen, Es lautet namlich 
unter diesen Voraussetzungen die Differentialgleichung §. 35 V: 
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Sechster Abschnitt. 


i. 36. 


( 3 ) 


du 

Jt 






worin = hi : CQg[ eine zweite Constante ist. 
Setzt man abef 


Ji 




u — 

0 V 

Wi 


U = e- 
- 


~[b^t 

_ 

d ^ 




82 V 
0 


so geht (3) in 

( 4 ) 


d V 

Tt ^ 


liber, was mit (2) der Form nacb ilbereinstiinmt. 

Wenn wir uns den Korper aucb in der Richtung der rz)-Axe 
unendlicb ausgedehnt denken, so fallt die Grenzbedingung weg, 
und die Function u ist durch (2) und durcb. den Anfangszustand 
vollig bestimmt. 

Um das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung zu 
finden, wenden wir die Methode der particular en Losungen an. 

Man sieht namlicb leicht, dass die Differentialgleichung (2) 
befriedigt ist, wenn fiir u eine der Function en 


COS Air, sin Air 


gesetzt wird, worin A eine willkiirliche Constante ist, die positiv 
vorausgesetzt werden kann. Jede dieser Losungen konnen wir 
mit einem willkiirlichen constanten Factor, der eine Function 
von A sein kann, multipliciren , und die Summe aller dieser 
Glieder nehmen. Wir erhalten so, wenn A und B willkiirliche 
Functionen von A sind, eine allgemeine Losung von (2): 


( 5 ) 



COS Air -|- A, 


und nun sind diese Functionen J., i? so zu bestimmen, dass u 
fur if = 0 in den gegebenen Anfangszustand ^ {x) iibergeht. 

Es ist aber nacb dem Fourier’schen Lehrsatze [Bd. I, 
§• 17 ( 9 )] 

00 +00 

(6) 0(x) = ^{d^{0 (a) cos A (« — x) dec. 


und dies soil nach (5) gleich 


§• Unbegrenzter Korper. 

00 

('^) j (^cos;La; -)- jjsinla;)(i;i 

0 

werden. Die Vergleichung yon (6) und (7) ergiebt aber 

1 ^ +09 

J- = -\ ^icc)cosKXdcc, B = l f®(«)sin«id«, 


und wenn wir dies endlich in (5) einsetzen, so erhalten wir 

DO +00 

(8) “ = ^ I A j 0 ((z) cos A (a—x) dec, 

0 — 00 

wodurch u als Function von t und x dargestellt isf 

Dieser Ausdruck fur u ist aber fur viele Zweeke nocb nicht 
geeignet und wir formen ihn noch urn. So lange namlicb t > 0 
ist, ist es gestattet, iii (8) die Reihenfolge der Integrationen um- 
zukehren, und also zu setzen 


(9) — — j 0 (a) d « j" cos A (« — x) d A. 

— 00 0 

Hier lasst sich nun die Integration in Bezug auf X nach 
Formel Bd. I, §. 61 (7) ausfiihren, wonach 

J COS^(c^ — x) dX = ^ 

0 ^ 
ist, und es ergiebt sich also 




+ 00 

I ®(«) 


(ce — a;)2 

e da. 


Zu dieser Formel kann man auch dadurch gelangen, dass 
man bemerkt, dass die Function 


fur ein unbestimmtes a ein particulares Integral der Differential- 
gleichung (2) ist. 

In der Formel (10) filhren wir nun eine neue Integrations- 
variable j3 ein durch die Substitution 

und erhalten: 
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Sechster Absclinitt. 


§. 37. 


* 


( 12 ) 


u 



-{- CO 


t, 


woraus man wieder unmittelbar ersieht, class it fiir i = 0 in 
0{x) iibergelit. 

Die Formal (12) bat Yor (8) noch den Vorzug, class (8) nur 
dann anwendbar ist, wenn das nach a genommene Integral einen 
Sinn hat; dazu ist nothwendig, dass ^(cc) im Unendlichen ver- 
schwindet Das Integral (12), von clem man leicht auch direct 
nachweist, dass es der Differentialgleicbung (2) geniigt, ist an 
diese Beschrankung nicht gebunden. 


§. 37. 

Begrenzter Korper. 

Die Formel (10) oder (12) §. 36 kann in manchen FMlen 
auch‘ dienen, um das Warmeproblem fiir einen begrenzten Korper 
zu losen, dann namlich, wenn es gelingt, die Function 0 liber 
den Leiter binaus so fortzusetzen, class die Grenzbedingung 
identiscb befriedigt wircl. Es wire! dann an Stelle des begrenzten 
Korpers ein nnbegrenzter mit einem solchen Anfangsznstande 
substituirt, dass die "Warmebewegung in einem Tbeil des nn- 
begrenzten Korpers ebenso vor sicb gehen wiirde, wie in dem 
begrenzten Korper. 

Wenn wir z. B. annebmen, es sei der Korper bei x = 0 
durcb eine unendlicbe Ebene begrenzt, und im Inneren des 
Leiters babe x positive Wertbe, so konnen wir fiir negative x 
die Function 0{x) aus der Formel bestimmen: 

0 ( x) = 0 (x)^ 

und erhalten dann, wie man aus der Symmetric erkennt, einen 
Zustand, bei dem die Temperatur bei x = 0 bestandig Null ist. 
Macht man diese Annabme in der Formel (10), so ergiebt sicK: 

11“ / (« -- (« + 

(1) u = - — 0(cc)(e — e ) da, 

2aynt J \ / 

0 

Oder in (12): 
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§. 37. 

Begreuzter Korper. 

(2) 

11 ■ 

00 

j $(2|3a il-{- X)e-i^ 

X 



2a7T 


1 j 

y 7c ^ 

00 

j $ {2^ail— x)e-?^il^. 


X 


2 ay t 


1st z. B. die Anfangstemperatur 0 (x) constant, gleich 0, und 
von Null verscMeden , wahrend die Oberflaclienteniperatur bei 
a; = 0 auf Null gebalten wird, so ergiebt die Gleichung (2) 

2 ay t 'lay t 

X 0 

2 tiV t 

Oder wenn wir, wie im §. 26 des ersten Baudes: 

2 


(S) 


u 


y?] 


0(x) 


setzen 

( 5 ) 


c& 


^ [ e-^cZ|3 
lot J 
0 

f— -=V 

\2aiiy 


Die Formel (4) zeigt, dass, wean die Temperaturdifferenz 
zwiscben einem Punkt im luneren des Leiters und der Oberflache 
auf einen gegebenen Bruchtheil von C herabgesunken sein soil, 
der Bruch xi^ait einen gegebenen, aus der Tafel fur ©(®) zu 
entnehmenden Werth baben muss. Die Zeit, 
ist ist also mit dem Quadrate der Tiefe proportional. Soil die 
Temperlurdifferenz z. B. auf die Halfte herabgesunken sem. 

80 muss 

-JL^ = 0,477 ..., 

2ait 

also in rohor Annaherung 

-©■ 

““ Kehme. w bei.pW™eise ™.i extreme Felle, so hebeo ,ir 

(im Gramm-Centimeter-Secunden-System) 
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Sechster Abschnitt. 


§. 38. 


flir Silber * . a = 1,850, 

fiir Wismutli a = 0,046 1). 

Beim Silber wiirde also schon nach Vi Secunde in cler Tiefe 
von 1 cm die Temperatur auf die Halfte gesnnken sein, wahrend 
in der Tiefe von 1 m dazu fast eine Stunde erforderlich ware. 
Beim Wismuth sind die entsprecbenden Zeiten etwa acht Minnten 
und IV 2 Monate. 

Wir heben noch. die Folgerung bervor, von der wir spater 
Grebraucb. zu machen haben, dass die Function 

( 6 ) 

' X 

2a y t 

eine particulare Losung der Differentialgleichung §. 36 (2) ist. 


§. 38. 

Abkiihlung durcli Leitung nach aussen. 


Wir behalten die Voraussetzung bei, dass der Anfangszustand 
0(iv) nur fur positive cc gegeben sei, nehmen aber an, dass der 
Leiter bei x = 0 mit einer Umgebung der Temperatur 0 in Be- 
riihrung steht, gegen die er das iiussere Leitvermdgen h hat. 
Wir haben dann die Grenzbedingung §. 33, IV. anzuwenden; 

(1) h ^ — hu, fiir x = 0. 

0 X 

Wir nehmen die Losung nach §. 36 (10) in der Form an: 

( 2 ) u— 7= (a>(o6)e I doc, 

2ay7ttJ\ / 

aus der wir durch Differentiation nach x erhalten: 


( 3 ) 


du 

d X 



cc — X 
2 a^t 




— a) 


2aH ^ ) 


d «, 


und fiir 0:1 = 0: 


V Diese Zalileii sind dem Lebrbuch der Pbysik von Biecke (Bd. 2, 
S. 451) entnommen. 



Abkiililuiig durch. Leitung nach aussen. 
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2 Ttt • 


p= [®(«) + ®(— a)]e da, 


, . 2m 1 r N /T., ada 

/5^ - — — p= 1 r®(«) — $( — K)le * 

^ '* dx 2aV®f J ^ ^ ^ 2an 

Den letzteren Ausdruck formen wir duTcli partielle Inte- 
gration nm. Es ergiebt sicli namlicli durch Differentiation nach a 

(6) = 

0.2 

[<&' (a) + (— «)] e («) — ® (— ce)] 

worm («) die Derivirte von ® (os) ist. Wir bestimmen nun 
^ ( — x) zunachst so, dass ® (x) bei a; = 0 stetig ist, d. b. so, dass 
(7) ®(0) = ®(-0), 

mid dadurch ergiebt sich durcb Integration von (6) zwischen den 

Grrenzen 0 nnd co 

00 

i “ 

also flir x — 0 nach (5) 

J co a2 

[ $' (a) + $' (— «)] e~ d a. 

'0 

Aus (4) nnd (8) folgt nun, dass die Bedingung (1) befriedigt 
ist, wenn ®(— «) aus der Gleichung 

(9) (a) + ®' (— “) = 7c ® (— «)] 

bestimmt wird. Dies ist eine lineare, aber nicht homogene 
Differentialgleichung erster Ordnung fur die Function «)• 

(10) _!_ »«(_.) = ®'W - 1 ®(«). 

die sich nach Bd. I, §. 62 leicht integriren lasst. Die Constante 
wird aus der Bedingung (7) bestimmt, and so ergiebt sich. ^ 

(11) ®(-.) = ri- j ei‘{^ 

0 

was sich durch die partielle Integration 

Riemaun-Weber, Partiello Diilerentialglaicbungen. II. 7 
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Sechster Absohnitt. 


§. 38. 


[ —X h. 

\e^ 0' (x)dx — 6*"° <^(x) 
auf die Form bringen lasst: 

(12) ®(— a) = 0(a) 


he 


I 


0 (x) dx 




a 

a r ±: 

^ (x) e '' 


dx. 


Diese Form verdient Tor der Form (11) den Vorzug, weil sie 
nicht mehr den Differentialquotientefl der Function 0(x) enthalt. 

Urn ein Beispiel durchzufuhren, nehnaen wir auch hier 
®(aj) = C, d. b. constant an. Dann erbalt man aus (12) 

( 13 ) ®(-«) = 1 ), 

und wenn man diesen Ausdruck in (2) einsetzt, so folgt 


(14) 


C 


2aY^ 
+ 2 


00 

* 


(a — a;)2 


CO 

I 


(« 4 -a ;)2 

doc 


(a + ft 
■ ’‘“doc 


/ 

Den Exponenten des letzten Integrals in (14) ergSnzen wir 
zu emem Quadrat, indem wir setzen: 

iaH ^ ]c UH\ ^ 

und dann lasst sicb alles auf die Function @(x) [§. 37 (4)1 zu- 

mckfuhren. Wir substituiren in den drei Integralen der Formel 
(14) der Reihe nach 

«= « + 2ayT/3, 

« = — « + 2ftyi|3, 


wodurch sich ergiebt; 

C 


u 


a; ' ^ 


2aYt 


2 a 

O p a2ft2 « 
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il««rulirun ‘4 lu'tt'ruginujr Kiirper. 


(ulcr imi Ii«-iiul/uiif; ih-r iMiniifln (Ud. I, §. 26): 


j .■ • .',1 

(. ■ ,l(i [r 

r-'dii [1 - @(a,)], 

H i A 1 " N ( xj 

, 0(0,) = 1: 

fir.) » 

^ ] * r,. d- ' ' 

* . 1 
r-j 

VI)] 

Srt/t triuil 

X ■ U, 

urlullt man die Oberflachen- 


}h FniK'tiuii drT Zin 

l: 


1 if*l 

It’-' 

II • ■ r*r ^ 1 

M ( 

vtVI)]- 


\Y»»u(i wit AnlkiiKH/.UHliuul (liuo hitilaiiglicho Zeit ver- 
tUmsen «'» f***' I''uncU()u 0 die in Bd. I, §. 26 

(14) Isiilwirluduiig 


I ■«■ H{**} 

uml whiiU 


2 

\7C 


2-( 


(— 1)” i/(2w) 
//(n)(2<()a>* + i 


„ 2 - ir IlV2n) ( k Y’"'"' 

(17) //(«) K^iahil) ’ 

Hud WKH« d«*r AufatigszuHtand in ninor unoiuUidi iernea Ver- 
Kiaigfiilunt li^'gt, kritiii muti sidi hior auf das orste Glied be- 
t»ohriiJ»k»«i, uml tsrhilU 

k 0 

** ah^nt 


ith Atisdrunk ftif dii* {)l)i'rtliii;hfsntemi)eratur. 


§. 39. 

Bisftlliruag heterogeiifir Korper. 

M»ll.«l» k.n» ‘"■'h ."tc™" ’'“I"” 

Wl, .1... ..«1 wmt so" 

Elwno * 0 »n ftinaniUr ftronxeii. Oer Einfaoh 

W« m.r Ow Ml 

ilor Oreowi Moh momentan ausgleiobt, also A 

1.88 111 a: 
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ay. 




«3. 


‘ rx 




U.j 

f J* 


( 1 ) 

.. ...... 

Im Korper 1 mogi* lut Kf»rjH*r 2 [iuhiUv, 

Die Anfangstemperatun'u T., Millvn hIh {'oiislaitt vuniust4i*si4/.t 
werden. Hier rnuHsan di«? Funrtiunru Hj. jiuli* ix\r nirli l»«»- 
stimmt werden. Von den Fiuii‘tiu!M*n dit* dii‘ An- 

fangswerthe von «i nnd % darntell^^n, die ernti* uur IVir 
tive, die zweite fur positive x gegele n. Deiikeii wir uhh fiir d« n 
AugenWick den gunmen Ikuuii nur inii der SiiIihIhuz I 
konnen wir den Versiirh murhen, idnrn AnfairnsziiHlanil 0^(ji 
im ganzen Itaum so luiziiiieluiieii , iIiimh n, fiir iiegntivi* .r wi 
ausfallt, wie es in dem gesirdlttni I’rtddeni wirkU«*h »li*r Full 
und koniien, warm Fekaiint ist, i4| mudi ilB 

Ebenao denken wir mm fiir den gnir/iut Ununi la*- 

stimmt. Diese Funetionen 0^(j% 0^U‘) sind mm cleii (tr*a'i/» 
bedingungen (1) zn beHtimmen. 

Wir wollen versmdieii, difiiini Fnrdiiningcm dureh tlit* An- 

nahme 

0jx)^.Ct, xcin X ii, 

rfi „ Q 


®g(^ ~ Cf, X 0; fg, X Cl, 


X 

X 


zu geallgen, woiiti Ct, t'i, ("t, Q mul «t* 

halten aus §. 36 (12) 

* 

«i = \ e~^dfi 4. f e •’ dd 

V a J V 5^ J 

■ ‘ m jr 

■J «if| I $ 

I e-tf’dfi + fi, ( e ^dfi. 

Y ^ J V » J 

s «i V i s F f 

und mit Benuteung de$ FttncUonsiiBicHeria #(x/ |^, :J7 <4|j und 
der Relation ®(x) s= — #(— x); 

(3) “ 2 *1 ~ ^ ( * )’ 

und ebenso 

2 f^a + ei) + (('f, ™ Ci)& ^ ^ • 


(4) 


% 


!U‘r‘4uuiit; li »‘l t*rnM ciMM’ Ki'irpor. 
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Null (Tf-I'lx-It «li<' «!riMi/.iii‘iliii},quig(ui d) fiir x = 0 , wenn man 
^ iiust iiiiti- ( 0 (‘iuliilirt, (liii'c.u Hedoutung die gemein- 
si’liattli'di*’ 1 fiiijx jntur ili-r litddnii l/c.itor an ilirer Beriihrungs- 


(•"») 

(dl 


Kh ini 


f’l’ • - (‘1 ! (\ - '2 0 „. 

‘ dV d,) . {(•: . - (;a — 0 . 

iij ((3 ■''' 

alii-r di*r lU-(itiiliou voii a* (§. 8‘i (7)] 


1 /‘id t'l- 


L 


— ]'l<iCuQ 2 , 


"1 

(J, Ug 

unci i-H nrgiidit alni dn* diniclmng (fi) mil, Bmiutzung von (5j 

f 1 /‘I '7 <’i / j ‘ V d Oi ^'1 

\A'i 1 b'i I'-i (}‘2 


(71 


mid uHi» {!*i tend <11 wir noch 



Hic^rdurch »in«l di<< <»rtnizl)()diugimRen (1) liofricdigt, und fur 
den Anfang t ™ Bi.-h «/, -- C, fur negativo a: utid 

Hj Cf fUr jnemtivu DioMCf Anl'niigHtcmiporaturon C'l und 63 
kdnnmi l«idi«d«g gi'gcbru «tun. 

Nadi ittHUidhcdi laiignr Zeit Imbun boido Kdrper in ihrer 
KHtiwii Aumbbmtng din 'rnmpm'atur (Jo atigonommon. An der 
UBrilbnuiguBtidln «dbst Htellt sirh diese mittlero Temperatur 

monu'ntiu* h«r. „ . , , , n 

Mnti kiinti ttuf iibnliebc* VVeiM das Problem unter der all- 
UrnujcbfditiMung §, 38 , 111 bebandeln; 


( 9 ) L 'j "• -• k, ^ - h(u, -- u,) fUr * = 0 ; 

man dann din d«n Anfangszuatand darstellenden Functionen 

0 , (i ), 03 (jc) in der folgotidcm Weise fort ; 

0, (X) f «>» (*) ^ 

0 ,(s } « c't + 

worin CU a', 0;, m, «% Oonstanten Bind, 

stimmung man au« ( 9 ) gowisse lineare Gleichungen erhalt. Wir 


102 


Seohster Abschnitt. 


§. 40. 


wollen nur die Endformeln angeben, von denen man naclitraglicli 
leicht beweist, dass sie alien nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen geniigen. Es ergiebt sich; 



worin Oq durch (7) bestimmt ist und 


(11) m 


nil = 


+ 


h 


V V ^^2 ^2 ^^2 

zu setzen ist. Fiir a; = 0 erhalten Tvir hierans: 

MjO = Co — (Co [1 — 

*2 


( 12 ) 


also: 

(13) 


mO = Co — (C„ — [1 — ®(mVO], 


(tt“ — m“) = (Cl — C2)e’»‘''‘[l — 

00 

= — (Cl — Co) f e-«*-2amyT 

y jr J 


Es bleibt also Mer die Unstetigkeit an der Stelle x = 0 
bestehen, sie nimmt aber mit der Zeit allmahlich ab und nahert 
sicb der Grenze Null. Der Endzustand fiir t = od ist 

Ui = = Gq ^). 


§. 40, 

Die Temperatur der Oberflache ist eine Function derZeit, 

Wir betrachten jetzt vdeder einen durch. die Ebene x — 0 
begrenzten Korper und nehmen an, die Temperatur der Ober- 


H. Weber, Vierteljahrsscbrift der naturforscbenden Gesellschaft in 
.Zurich, Mai 1871, und Nachrichten der G-eseUechaft der Wissenachafteu zu 
Gottingen 1893. 


Veranderliclie Temperatur der Oberflache. 


lOB 


§. 40 . 


flaclie sei eine gegebene Function der Zeit, 9 (t). Ausserdem sei 
(lie Anfangstemperatur eine gegebene Function 0 {x) you x, Es 
ist also eine Function u zu finden, die fiir positive t und x der 
Differentialgleichung 


( 1 ) 


du „ 

W 

geuugt, und den beiden Nebenbedingungen 

(2) u — ^(x) fiir i = 0, 

(3) u = (p (t) fiir X = 0 , 

Die allgem eine Aufgabe lasst sicb zunacbst in zwei einfachere 
zerlegen: Nebmen wir an, es seien zwei Functionen ge- 

funden, die beide der Differentialgleichung (1) geniigen, aber den 
N ebenbedingungen 

fiir( = 0, “1 = :;® fnx» = 0. 

so geniigt offenbar m = m' + m" den Bedingungen (1), (2), (3), 
und die Aufgabe ist gelost. Die Function w" ist aber bereits im 
S^. 37 bestimmt, und es kommt also nur noch auf u' an. Hier- 
durch ist die allgemeine Aufgabe auf den speciellen Fall zuriick- 
gefiihrt, dass die Function ®(a;) = 0 ist, und wir nehmen also 
die Nebenbedingungen fiir u jetzt in der Form an: 

M = 0 fiir < = 0 ic > 0, 

(5 j u = cp(t) „ a: = 0 i > 0. 

Wir betrachten die Function u als Grenzfall einer anderen 
Function, die wir erbalten, wenn wir die Oberflachentemperatur 
nicht als stetige Function von sondern in Zeitintervallen con- 
stant und also von einem Interval! zum nachsten sicb sprung- 
weise andernd annebmen. 

Es seien also 

t == 0, ti, . . . 

eine Reibe aufeinanderfolgender Zeitpunkte, und in dem Zeit- 
intervall 

tv tv + 1 — tv 

soil die Function <p (t) den constanten Wertb 
( 8 ) 

haben. 
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Audi cliese Aufgube ziifli-guii wir iiui-h woitcr. 

Es -werde ciiu* Emictitui m, (lurch tnIgi'iuU* licdiiigungcn Ik— 
stimmt. Es soil u, dcr DitrcrcJitialglfichuiiK (1) mil (Um- Ncihoi- 
bedingung (4j gtmiigcn, uud cs m.U 

( 9 ) = 0 r»r t < I. uml I • , j ^ 

(10) M, = c, iiir t, < t - 1, , 1 J 

sein. 

Sind die Fuiictioncn u, dicscri licdiuginigcii gciniiss I'iir 

V 11. 1, . . . n 

bestinimt, so ist 

(11) « — H, i «, t , 

einc Function, die, wt huig« t < t„ int, den limlingungon (I i. (4». 
(5) mit dor Ihtstiraimuig (>'j geniigt, 

Denn ist x ”■ 0 und I, I * I, i i, >«» sind uUc (llicdt'r ditr 
Reihe (11), init Aumudiiiic von glcirli Null |nuch (!()|, luid ti, 
ist = Cv [nach (10)j. 

Um nun w*- zu linden, dediniren wir eini* Futictinn x ’ 
durcb die Bestimrauiig 

(12) X(x,i)^<h 

=™ f e- d M, / >. 0. 

anVT 

Fiir jedes constante < ist xlx,t) eine atetige F'u ncti ti i» 
von a:, und fUr jedes pwitive x tet m au«h emn stotige Functitm 
von t, dagegen ist u(0, eine unatetige Functiem von t; dorm 
sie geht beim Durchgang durcb t 0 (ilotelich von t) 2 U L 

Diese Function genUgt im Innerti der Gebicte x >■ 0, t • ci 
und a: > 0, t <: 0 der Differentialgkichung (1) (nach §. 37). 
Daraus ergiebt sich dann, dasa auch 

(13) Ur = c»|ji:(3:, t —• tr) — ( ~ + 

erstens der Difierentialgleiclmng (1) geniigt, aweiteim (fiir i n) 
[wegen (12)] der Bedingung (4), endlich aber such Rlr x .-r i> 
den Bedingungen (9), (10). Denn ist t C U, so sind fiir x = 
beide x-Functionen in (18) gleich 0, ist t ^ fr + i, so sind sic beiile 
= 1 und liegt i zwischen t, and + so ist die ensta =s^ 1, di« 
zweite = 0. Daraus erhalton wir nach (8) und (11) 


^ • i f 1 1' u I i II II ill'll Iti'Ku Hal i‘H. 
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§. -li' 


(1-M t /.) t - 

Wnll.-ii vvn iJ.uHUs <H,. Fiuic-tiim It lur dun Fall ableiten, 
diiH'. tli«* uii di'i- {Hiurdiii'liu stutig vor Kich gehen, 

sii iniiHM'K wir dti- luliTvalli' x, uiiuiullich kluiu niul ihre Zahl 

Danu wini 

+ 

tv 

^ ^ ^ ^ } 1 j 

rt 

uiid i\w all} wircl mn hiio|jjnil 

^ ( t ^>) 

r? t 


i;. { ) 


(I fr, 


wrnri # Irtl«^^?riitititmviiriiihla mL 

F«irrfir4 gilt, wi huigo i! < iHt. Bedairkt man aber 
tiiirli, ||j; I It I glfdcdi Null int, wonn It >■ t ist, bo kann 
iiiiiii iliiii Irifci^girak vein t bin It - tn weglasBon, 

nucf wrlsiill 


(U^l 


” j' 


f'r .f, d 'th , 
tpiih * , ' tdifh 

1 1 


K» i*il ab#r naeli (12) 

») * 

2aist)j{t -e-F 

and tli»jniiftt?b wrgiubt aiuli au« (IB) 


(16) 


i 

f^(#) 

‘in} m J 


9 

(( ... » dd'. 


|. 41. 

Varificatlon ties Resultates. 

Um die QramsUbergEnge, dutch die wir zu der Forinel (16) 
gelangi «md, ftlla #treng «i rechtfertigeu, waren weitlEufige Be- 
irachtungen ao^weudig, die mr umgehen kSnnen, wenn wir 
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nachtraglicli zeigen, (lass die gefunth*rie Furnicd alhui un 
Function u gestellten Fordcruiigen , niimlitdi dt^r Idffrrouti 
gleichung (1) unci den Nebenbediugiuigcii (4j, (bj in 40 | 
niigt, durch die ja, wie wir wisseii, die FuiK*tit»u u tdiidmitig 1 
stimmt ist. 

Um zunachst nachzuweiseii, dans die? Different ialgbdcdiuiig | 
befriedigt ist, haben wir die Formed (16) iiatdi i zu tliflVnoitiiri 
Hierbei Icann das Glied, welches von dcu* Differential ii»n iimdi i: 
oberen Grenze berruhrt, wegbleibtm, wtdl 


fiir 'ff = ^ verschwindet. 

Es ergiebt sich also durch einfacdie fletdiinnig 


(1) 



0 u 

Jt 










Denselben Ausdruck Hndet man alter aucli ails (HI) g. ^ 

fiir a® durch zweimaligc Differentiatinii iiach x. F.s ist all 

die Differentialgleichung (1) befriedigt. 

Um auch die Erfiillung der Nebenbetlingungeii uiwh/.uwci«e 
geben wir dem Ausdruck u noch eine amlen* (iestalt, die aim 
an sich von Interesse ist, indem wir in dom Integral einn nei! 
Variable substituiren. Wir seteen niimlicb 


X 




t ~ 0- 




4 a3 «* * 


dec 


und finden 

( 2 ) 




2ay“i 


woraus man unmittelbar sieht, dass die Bedingungen (4), (6) de 
vongen Paragraphen befriedigt Bind. ^ ^ 


jinfUt* tHif'.rfiiiohantc'in {Ksratu r. 


1(^7 


Mir ist (*iuc^ peu’icMl iHcht* Function 

tier Zeit. Aiiwj'iiiluuK aiif tlic* Krdirrn pfnitur. 


Mjin kanu din Aul^alin, luil (({*r Hicli tli(^ bidden bd/.icn Para- 
griipluii bi^Hi luitti^i-ii , nnrh anf tdni» y.wcitc Art anKi‘cifcn, die 
sirh bf‘^*l^ldnrH diinn riapfii'ldt, weiiu ilic 'rcin|H*ratur dcr Oher- 
tblcbe idne periudiHidin Function dcr Zidi iht. 

Ini lift babiai \ur die particulanni Int(*^rale 
|1) r ** r **''**'' ^ sin r<»r 

7 .mu AiiHKiiiniHpnnld ^»«ninmnu‘u, juid dicH«* laHHiui nich vi*rcdni|j[{*n 
%n der intmi Furintd 
rij c 

Nun ii*uiugi dirM*r Aimdrtick tier Dinbrentialglidcluinp; 

(1) iturJi diinn imrb^ mmn dcr Fiutnr vim t ini Kjcpnnejdeji 
imiiMinar iiiinciniiinniui wird, wudurcdi (2) in idne pmdndiHctie 
Funrtmn \m% i uUergidil, Setxen wir iilnn 


--- III, f4 (I ■■ I) I , 

m erhiilton wir itk piirUcttlan^H Intci^nd 

,d"' ‘U"-),, 

wir dim retdliui Thidl, uiul filgcn inicli idnen 

ranwtiint«ni Fiiiicir iirlsidifui wtr mu piiriindiirei Inlngral 

dcr Wiirmcgleicliiiiig iiti dcr Idirm 


H -■? rv 

Di*' ‘r«Bij»rntiir tl«*r < j ; 0 isfc hier «*iu« piriotlisehe 
FiuiKtioB VMW t: 


(4} ^(1) " ’ (U%nntf 

b«i il«r tlt« wiittlww Tutttjwrfitur srs (\ kt, wEhren4 i V tiaii 

Mfisiinuttt Mini Minimum «i«ti. IH« l*erio4»» itfc 




T - 


•Jk 

H 


Wir kiiiitttn hier aueb den {Joiintw durch detj Hinus 
WM mil eiiier Verluuang d«« AnfimppuRktiw der Zeit gleicli- 
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§. 42 . 


bedeutend ist, und konnen mehrere verschiedene Werthe von 
n und G nelimen. Die so gewonnenen verschiedenen Ausdrlicke 
von u kann man addiren und erhalt so Losungen fur compli- 
cirtere periodische Temperaturfunctionen an der Oberflaclie. Man 
kann sogar durck Anwendung der Fourier’schen Reihe einen 
willkiirliclien Anfangszustand beriicksiclitigen oder mehrere ver- 
schiedenartige Perioden superponiren. 

Wir konnen diese Formeln naherungsweise auf die Tempe- 
ratur der Erde anwenden, wenn wir ein niclit zu grosses Stuck 
der Erdoberflache als eben und die Temperatur dieses Ober- 
flachenstiickes als vom Ort unabhangig betracliten. Es ist dann 
X die Tiefe unter der Oberflache und die Oberfiachentemperatur 
ist im Laufe eines Tages und eines Jahres periodischen Ver- 
anderungen unterworfen. Es kann dann T entweder die Jahres- 
lange oder die Tageslange bedeuten. • 

Die Formel (3) zeigt, dass die Temperatur u in jeder Tiefe 
dieselbe Period© T hat, dass aber die Amplitude, d. h. der Unter- 
schied zwischen deni Maximum und dem Minimum nach der Tiefe 
hin abnimmt, und zwar im geometrischen Verhaltniss, wenn die 
Tiefe im arithmetischen Verhaltniss wachst. Es werden also in 
einer gewissen Tiefe, die von der Leitfahigkeit und von der Lange 
der Periode ahhangig ist, die Temperaturschwankungen nicht 
mehr merklich sein. 

Ein Maximum der Function u findet statt, wenn 

t = - 2m ^ 

y2a^n 

und m eine ganze Zahl ist, und man sieht also, dass sich die 
Maxima mit der Geschwindigkeit 



in die Tiefe fortpflanzen, dabei aber an Starke verlieren. Diese 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit wachst, wenn die Periode abnimmt. 
Die Tages-Maxima pflanzen sich also schneller fort als die Jahres- 
Maxima i). 


D W. Thomson, On the reduction of ohservations of underground 
temperature. On the secular cooling of the earth, Mathem. and phys'. 
papers vol. III. 


S- 4 : 1 . 


\ *r !*m t*hu <1**1* iM-iilcii Ihih n njjftuu 


U)ii 


I 4:i. 


Wir ItsilN u auf th*ii Aiifan^szustand koiiK^ lliutkHicht 

lifainuiint*n, in.' I'urmid (:}) 42 ist rintan lu‘sUiiunt(‘u 

In ; _ ' ' 

(1) < >■ I 2 u.f •'■ 

\\n!l«‘u wir das !*ndd«in tiir (dunn Inditdii^ou An-' 
faiiKs/aistand Uisi ii. sti ijahiai wir iiocdi tdui* d’r*inp«‘ruUirv(n’llHdlutijL( 
liiir/ti/.ufyK«*n, Ina d**r dt'r Anianns/ai^taiul hrlicddiij uiid dit* 'riMiiia*- 
rntnr an d»*r ^Hu^nlarh*^ Ml int, dii‘ wir natdi ,17 fimitai kdinunu 
Wir i rlialUai narh (:m and 17 (1) cnnc 'rrinpi*- 

nit«rv«’rlliidhin|,u v^vun mr r I Htd/ani: 


u ^ 


<ais ( n( 

1 . A 




f Ua - ,/ 


dir^ ilitr 

(:i| H (aiH n /, 

litnl «l*^r AiifiinuHlMaliriUtitiii 

(4) !I« r ^ '•*«! .j”, r <p{^\ 

paiiigl* Wfirin #|j'i *nii*! willkiirlitdiM Fumdicin int. 

Mim si4it lai*ranH» ilnm dia^ KnifhiHM di»M Anfiutgr/aintiindrs 
mil «l«’r /adi,. fr«^ili«di ^idir lutig^iiifti, fnrmdiwindnt, und tliwn tlla 
Wiirtnidirwr;cti}i|| sndi iiiidir iiiid iindir «drnaii ridn parjo«liiifln‘n 
Vargaiig niilirri, dr-r in drn fciri^an Fiinil^rnphiai dargaHtnllt 
iuL Hrill di«" Aiifiifig^l«'nip*rriiliir i^i wdtn w) hiiluai wir 

\ ^ if tr 

(fii #(./'! -- r * rm 1/ ■ .r 

f i 

m Fiir Aiintthiiii* liiiwt aht*r di« Functirin u 

liurli iiiiidi ih*r AlrlliiMta iliT 4tk 41 Iwitinmnnn und m iBi von 
tirddft /4t targltdahtun Wir nrhalinn riach 

d#!r Foritsid (2k 41, wir diirin f^(l) mnnt 



2 h V ^ * 

* u 


F 
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§. 4r 




4:a2a2 


^ e-“= d DC, 


2a'V t 


Oder 

( 6 ) 


u = cosnt 1 

2 aV i 


00 

1 


CO 

2 f 

-] — = sin 

Vji: J 


3-a2 


nx^ . 
cos T - a a 
4a^cc^ 


nx^ , 
sin •■ doc. 


4:a^a'^ 


2ay t 


Hier besteht jedesGlied aus einem periodischen Factor cosn^, 
sin^^, und aus einem nicbt periodischen Factor, der sich mit 
wachsender Zeit einer bestimmten von t nnabhangigen Grenze 
nahert. Diese findet man, wenn man in den Integralen die 
untere Grenze gleich Null setzt, und so erhalt man den rein 
periodischen Zustand, der sich einstellt, wenn der Anfangszustand 
nicht mehr merklich ist: 


( 7 ) 


u 


cos nt 


f e-“ 

V« . J 

’ 0 

00 

2 . r 

4 - -== sm nt er^ 

in J 

» n 


nx^ 

cos da 

4a2cc2 

n x^ 


sin 




da. 


Dies muss aber nach der Formel (2) mit 


cos ( nt 




ubereinstimmen, und man erhalt daraus zwei bestimmte Integrals, 
namlich,. wenn man zur Abkiirzung 

nx‘‘ 

2^ 




setzt: 


( 8 ) 


00 

' 0 

2 r 7 

_ J e-“ sm da = e-^ smp. 




r *■ li/ ii jsj,-: ilm't'h |utrallrlc j-lhiuian. 


Ill 


§. 41 . 

Mali *i'!ia!t iMu’iiinlii uiit'h dun*h I'minung nnillc^n 

voni iitiU| 4 iiian‘'n ! 1 ita! uuh Inti‘^q‘al Ud. I, 5 ^^ 12 ( 6 j, woiin 

luiin durt 2 Y H ^ p uad p nadl tind panitiv an- 

niiuniit. Idti dir^rn \daiHliri‘!iH kiuni man diindi dia 

Sato* die lutf**.!ralinn aaf eniiiplaxt tii Wc^c* mudiweiHan, 


^ -M, 

lir‘f4 /II Si it durrii /wri parallfdt* ICbaiu*n. 

Wir 2* laii /u K*»rper idier* der vctn zwm pariilleb‘n 

Kheneii .r tt ui»l y r leatnis/t wtrsl. I Hi* dViaptiralur wdl 
nnr nm ib-r X '1 alnn ia nlliaii Piinkten (Hucr 

%xir rerhlttisikh/«"n Kliran tlii‘Hid!ie mHit, 

I Hr* Anl^alsi^ kmtrl jri/j,: 

lliii Fiiiirtisai II m siu htmtitiunim, dum «i«* ilie pnrtitdle Dilld^ 


ii«d dit^ NrdiriilwHliiigaagini 


CJt 

II 

/(.rt 

fur i 

t'. 

( 8 ) 

II 

9 0 ) 

w* J ’ ' 


( 4 ! 

ti 


n ■ 

■■' r. 


Wir kifrii «li«* Aiifiialie diindi Zprleiung ia mrhnire intilnch«*re, 
iridiitt «’ir mijru 

If tl| V 11 ^ -f- 

i 4 |. % mill II, rnMm *lr-r }r:irlif!lb*ii IHIlWeiilmlghdr.hutig ( 1 ) ge- 
luigtfii, IHi^ Ki.!ii«’til«riiliiifiiiigim wtr folgetideriuiiatnen; 

filr I ■"■ • II fi^ ■ /(.r'k ill ■ Ik 1^1 ' ■■■ Ik 

^ £ ■ ■ 11 fi| - Cl, iii ■ • (l)t iij •• • " C), 

^ £ r 11 1 ■•:-■- Ik f% • ' Cl II. ^ ■■ ’ f (i). 

Fiiiirti«iis^ii m,^ iirid tiriii fdelst wttitintlktls vein idtt* 
muhr lliilieii mir die Fmieliciti ii^ allgirmdu g«v 

nu i%t. ilitriis fiiir i? - m nltdi x mid gf(i) Htatt fifl) mi 
mlmm, urn % mu $thmgmh 
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§. 45. 

Gegebener Anfangszustand. Oberflacbentemperatur 

Null. 


Aufgabe. Die Function m so zu bestimmen, dass sie de 
partiellen Differentialgleichung 


( 1 ) 


du g d^u 


geniige und die Bedingungen erfiille 

(2) u = f{x) fiir ^ = 0, 

(3) u = Q „ — 0, 

(4) u = 0 X = c. 


Eine particulare Losung der partiellen Differentialgleichung 
(1) ist (§. 36) 

\ sin ccii;. 

Diese befriedigt zugleich die Bedingung (3). Damit auch 
die Gleichung (4) erfiillt werde, haben wir, wenn n eine ganz€ 
Zalil bedeutet, ac = nic zti setzen. Multipliciren wir dann mii 
einer yorlaufig noch unbestimmten Constanten setzen der Reihe 
nach n = 1, 2, 3, . , . und summiren, so erhalten wir die allge- 
meine Losung 

oo a^n^Tfit 

(5) u = A„e sin — x. 

»=i ^ 

Die Coefficienten miissen noch so bestimmt werden, dass die Be- 
dingung (2) erfiillt werde. Zu dem Ende entwickeln wir f (x) 
nach Bd. I, §. 33 in die unendliche Reihe 


il=:l 

C 

A ^ \ • nuta ^ 


Wir haben also die Losung 



Const ante Oberflachentempei'atur. 
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Die Eeihe convergirt sehr rasch, weil mit wachsendem n die 
Exponentialgrosse rasch abnimmt. Mit zunehmender Zeit wird 
u immer kleiner und flir t = co haben wir u = 0, Dann ist 
also die Temperatiir constant und libereinstimmend mit der 
Temperatur der Oberflache. 


Anfangstemperatur Null. Constante Oberflacben- 
temperaturen. 

Aufgabe. Die Function a so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleicliung 

dit d^u 

dt ~ ^ dx'^ 

Geniige leiste und den Bedingungen 


(2) 

= 0 

fur t 

= 0, 

(3) 

u = 0 

„ -x 

= 0, 

(4) 

u = y 

„ a; 

= c, 


worin y eine Constante ist. Die Gleichungen (1), (3), (4) be- 
friedigen die Function 

? 

u = - X. 

c 

Soli aucb. die Gleichung (2) erfullt werden, so haben wir zu 
diesem Werthe von u noch einen Beitrag hinzuzufiigen, der eihe 
Lbsung der partiellen Differentialgleichung (1) ist, fiir tr = 0 und 

X = c zu Null wird und fiir i = 0 den Werth — — x annimmt. 

c 

Dieser Beitrag ergiebt sich aus dem vorigen Paragraphen, wenn 

wir dort f(x) = — - x setzen. Dadurch erhalten wir 
c 


^ K 0 J ""sm — 

n c 


Ttx y . n7ta . 

— —asm a a. 

c . c c 


Es ist aber 


. nTca ^ 

a sin a oc 

c 


— cosnjt = ( — 1)” + ^ 

^ nit 


Biemann-Weber, Parlielle Differontialgleiclumgcn. II. 
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Dadurch geht der vorige Ausdruck iiber in 

2j: V fcii::.— (=r)'‘siB2^. 

n ^ n c 

n=:l 

und wir erhalten als Losung unserer Aufgabe 

f x 2 ( — 1V‘ o • nTtx] 

(II) = + j- 

Dass diese Function u der partiellen Differentialgleichung (1) 
und den Bedingungeii (3) und (4) geniigt, erkennt man ohne 
Weiteres. Fur = 0 wird aber auch die Bedingung (2) erfullt. 
Denn es ist nach Bel. I, §. 34 (1) 


2 ” l> . niLX 

_ V Z- sin 

jt n c 

«=i 


X 


7C X 

wie man leicht sieht, wenn man dort statt x sclireibt. Diese 
Entwickelung ist giiltig filr Wir erhalten also fiir t=0 

(X x\ 

U := y i ) = 0. 

^ \c cj 


§. 47. 

Oberflachentemperatur gegebene Function der Zeit. 

Aufgabe. Die Function u so zu bestimmen, dass sie der 
partiellen Differentialgleichung 


( 1 ) 


du 

Ji 




02 u 


und den Nebenbedingungeil 


(2) 

u = 0 

II 

o 

(3) 

u = 0 

„ « = 0, 

(<t) 

u = q)(t) 

„ x = c 


geniigt. Wir konnen hier denselben Weg einschlagen , wie bei 
dem analogen Problem in §.> 40, indem wir die Temperatur an 
der Oberflache sich zunaebst nicht stetig, sondern in Intervallen 
unstetig aiidern lassen. Wir nebmen wieder die festen Zeit- 
punkte 


0 , • . 


•>l>i‘rfIiUilu*uti!iinii‘ratur Function der Zeit. 
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1111(1 (lie Iiitcrviillc Tj T /v I 1 — inid bestimmen die Function 
Ui so, (lass fur x c 

( 5 ) ' ' ** fib ' t C i,. und t > 

wiilircud iiir x r~ o iuiuuir u, ~ 0 Hciu soil. 

Ks ist daiiii 

i i'b II "* III, j ((] I ... — Un~i 

(•ini' Function, die so laiigc. t ■ . t„ ist, don Iledinguugen (1), (2), 
(H), (4) gi-niigl, niit dor niUn'rfiii lirmtiiuaning, dass <p(t) in dom 
intorvall r, constunt ■ qiltr) ist. Nun dofiniren wir oino Func- 
tion lix, t) dui'i'li I'olgoudc Hostiimmuig: 

X IX, / f — () fiir i <; (t. 


lU\ h 


X , 2 V 1 (- 1 )"' 'O’ 

. -f > e 

c ■ % 

m t 


An 

1 t . in %x ^ 

/ BUI — ^ furf>0. 


Dio rochto Hoitfl dicsor Formel goht fur i =r:z 0 stotig in 
Null Ubi'r und fcdglicdi ist t) fiJr jodoB x 7,wiHclion 0 und 
c oino stoligi! Funclitin von t, und eboriHo ist x{x,t) fiir jodos 
constanto I oino Htotigo Function von x. Fs ist abor x(c, t) oino 
utmtotigo Function von (, dio boi 1. s-r o pliilzlich von 0 zu 1 
iiborgolit. Da xt'' 0 anssordom diu' Didbrontialgloicliung (1) go- 
niigt, 80 goniigt die Function 

(H) It, — tp{b)lj:(x, t ~-t,j - x(a i—tf I 01 

d«ti gosUsllton F'ordisrmtgon. Iliorniicli orgiebt sidi flir t <:.t„ 

m -- J 

(») U V «p(t,)lz(x, t -- t,) xix, t — + 

^ « 

und damns ganz win in §. 40, wetiu wir zu unondlicb kleinen 
IntervalloH t, tiborgohen: 

(10) M s= I fit) ^ ”* dv, 

s 

und wonn man filr i(x, t — t) den Ausdruok (7) substituirt, also 
cl t‘» c 


H* 
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setzt, so folgt: 

( 11 ) u — 


2X0.'^ 


00 


S (- 1) 


msin 


m %X ^ Q^y (^-' 2 ^) 

0 


cp (x) d T. 


§. 48. 

Verification. 


Der Ausdruck, den wir zuletzt fiir die Function u erhalten 
haben, zeigt leicht, dass die Bedingungen (1), (2), (3) in §. 47 
befriedigt sind. Man sieht aber nicbt unmittelbar, dass aucb (4) 
erfilllt ist, d. h. dass u fm x = c in q)(t) iibergeht. Damit 
bangt zusammen, dass der Ausdruck (11) (§. 47) nur bedingt con- 
vergent ist, und also uberhaupt schlecht convergirt, und um beiden 
Uebelstanden abzuhelfen, ist eine Transformation erforderlich. 

Scbreiben wir den Ausdruck zunacbst so 



so haben wir unter dem Integralzeichen eine unendliche Eeihe 
stehen, die aus der Theorie der Theta -Functionen bekannt ist, 
und auf die man die Transformationstheorie der Theta-Functionen 
anwenden kann. Wir diirfen aber hier von dieser allgemeinen 
Theorie keinen Gebrauch machen, und wollen daher die Um- 
fornaung direct herleiten. 

Wir gehen dabei aus von dem Integral Bd. I, §. 61 (6), das 
wir auch so darstellen konnen: 


( 2 .) 


H- cio 

I e-pcc'^ + miaTt dec = 

— oo 



da der imaginare Theil auf der linken Seite verschwindet, Hierin 
soli m eine ganze Zahl bedeuten. Das Integral auf der linken 
Seite lasst sich in eine Summe zerlegen: 


§. 48. 


Verification. 
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Oder, wenn man 2n a fiir a setzt 


4-00 T 

L r= — cn * 


i)(2«4-«)^+mia jr ^ ^ _ 


e . 


Dies multipliciren wir mit und nehmen die Summe 

iiber alle ganzzahligen m, also 


00 -}- 00 


n~ — CO m = — 00 


s s g— p(2n4-«)2 4-w7ri(a — y) — 


' + oo m2 7r2 


|/fs 

' m = — 


Anf der linken Seite lasst sich. nun die Summation in Bezug 
auf m ausfiihren, und es ergiebt sich nach der Fourier’schen 
Reihe (Bd. I, §. 33 P) 




- 00 m^Tt^ 

1 2 


Hierin ist die rechte Seite gleich 

00 m 2 7 r 2 

^ -h 2 ® cosmTty, 

m = 1 

und wenn man also nach j/ differentiirt: 

(5) 2 (2n 4 - = '^ mi 


smmny. 


Der Ausdruck rechta gebt aber in die in (1) vorkommende 
Summe iiber, wenn man 


C^) 4 a* (t — t) 

setzt, und es ergiebt aicb, wenn wir der Einfacbbeit halber y 
beibebalten : 




c 2 ( 2 w 4 -y )2 


(2n-{-y)e dr, 


Oder endlich: 
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( 9 ) 


%i = 


2a^| : 


I 

j 9)(ir)(i — r) 


2 yQ 


+ 


2 af 


I g,(r)(i_T) 2 ^j( 2 w-|- 2 /) 

0 ^ 

d^(2n—yf \ 

0 


4- 

g 4 — "Z^} 


— (2n — ' y)e 0 I cZr. 

Das erste &lied formen wir noch um durch die Substitution 


cy 


2a ^ t — t ‘ 
wodurch man erhalt: 


d(^ = -^y{t—t) ^ cU, 


00 

2 f /, 

= -;= (p ( t 

Vjr J V 




4a2«2 


2 a y i 




_ c‘^(2 n 4 - 

g T) 


c2C2« — 'j/)a n 

— (2 ^ — y)e 'Z') J (^-r. 

Hierin ist mm sofort zu sehen , dass das zweite Glied der 
rechten Seite fiir y = 0 verschwindet, und dass das erste in 
(p {t) ubergeM. Die unendliche Reihe, die in dem zweiten Integral 
noch vorkommt, ist fiir jeden im Integrationsbereiche vorkom- 
menden Werth von r unbedingt convergent i). 


§. 49 . 

Vordringen des Frostes. 

Wir wollen tier noch ein Beispiel fiir eine andere x\rt der 
Grenzbedingiingen betrachten, das einerseits wegen seiner An- 
wendung auf wirkliche Vorgange, andererseits wegen der damit 
verbundenen mathenaatisohen Schwierigkeit von Interesse ist. 


Vergl. Sclilafli, XJeber die paxtielle Differentialgleichung 
(1870). Crelle’s Journal, Bd. 72. 


Vurd riu|(iuj; cI(‘h Frontufl. 


Ul) 


§. 41 ). 

Ks hmult*lt Hic‘h urn duH (icHCit?; des Kindrinpinns dm FroBtoB 
(hUu' uuch tli's Aufthaiunm ia (lit‘ feuchit* Krdc odor in eiue 
sti*lH‘ial<* WasHcTiaassr, 

Ks int aus dar 1 ‘hy.sik bokanat, dans b(*i dt*r Umwandlung 
t*iiiar ( ia\vi<‘litHi‘iidadt Kis van tU*r 'rcauptn'atur <) (Jrad in \VasB©r 
voa dtT glidi’lani 'r<*aiiHTutur (dan ^a‘wissi‘ Wiiraa^mangn vai’- 
bnuicht wink die auin tlie lattMitc^ Wilran* od(‘r ditt Schnudz- 
witrme iicauit Winl uaif^akabrt dus Wasscr ia Kis vtui di*r 
gbdrhan IVaiinTatur varwaatlidt, so wivtl die gleicdie Wiinne- 
meage wii*tb‘r grwanariL Ks int also das Seljaadzea den KiBOs 
als eiae A rbei t slointu ag zu botraehleii. Diene Wiirnuniunige 
ist edae di*ra WaH^a* ei|;eatliUndii*he positive (*onHiant(‘, die wir 
lait A bezeiidiJaai Wfdlea *)• 

Wir tieakea nns eiae nabegn*azte Klaaie bei a- • ^ iiad 
nadiaen in dan iasHTc* der gelVienialen Munho liinein pnmiiv, 
m class die Hole bisleabd, Ilei x t-- 0 aaige edae g(*g(dK?ne 
luiter dc^ai CDddderpuakt Hegeiuh^ 'reinperatur h(?rrHehea. 
In uiiendliebcT Tiete sid db^ IVuipemtnr KbdelifullH gc‘|rtdjt*ri 
and tiber dem CM»frier{HUikt Voa Hi*wegungcui dta* MiiHsea itn 
Inaertii dvr Mibsiiikidt and vmi \ tdiuiunuiaderua^ea ncdien wir ala 
Ih*r Frcmt ntd zur Zidt t bin x ■ ■ ^ vor^oahnuigeia tnid das \Vi*sent“ 
licda* uimerer Aiifi^abe ist, | nls Faaeiioa vcju i za lH**Hlianaeii. 

Wir ijeztdrbnen die lempcn’ntur im Kise mil i/, , ia diea 
norli idrbt gefroreiien dbeile adt. Ny. bdansso ladgea Oy die 
Tt!tri|ieriitnr«L«dtuagscoef'tirieidea^ Aj, die Wiinsadcdifiibigktdien 
ia licddtni Tlieilt»ri wdii, die wir ak (‘nanfantea naaebtaaa. 

Ikd X I berrntdit die 1 'iinperaDir Nall, and winiti | im 

Zeiieleaieat di uia fl| wiirbst* ist in dma iilter der Flilcdian- 
fdalicdt mtidjendefi CNIiader voa der Hiihe etnt* Wilrmomango 
Uk iVid ginvorden, die, wcaiti adt 41 die I>iehtigki.ut bezeichaet 
wink diireh die Forme! 

W\ 

hcmlimrat kt. Die Warmemimgin clla demiiilbaa Cjlindar ia d©r 
Zidt dt vmt kl«dii«!r6n Weriliiai voa x her, aka van di:im boredts 
gidVoriaiea llieit har^ ziigididtol i^k ladrligt {§. HI) ^ 


*) Ws*an X Ifi Eliiobiti^iti wink »a iktl Diaietii^irmea 

flj liH ^k 

tl. Il X lit di.i C|tmfirAfe timer 0ii»tdiwiwfiigki!ife, l>tr Z^tdenwurth von k im 

hi ©twE (ICoh lrftu»eb» kdtfadiai)- 
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und von grosseren Werthen von 
Theil, ist die Warmemenge 


also von dem 



noch fliissigen 


zugeleitet. Da wir nun keine weitere Warmequelle beriick- 
sicbtigen wollen, so muss die Summe dieser drei Ausdrucke ver- 
schwinden, und daraus ergiebt sicb die an der gefrierenden Flacbe 
geltende Grenzbedingung: 


( 1 ) 


(v - == 



Hierzu kommt noch eine zweite Bedingung, die daher rtihrt, 
dass die Temperatur beim Gefrieren des Wassers einen festen 
Werth hat, den man zum Nullpunkt der Thermometerscala 
gewahlt hat ; 

(2) % = 0, Ms = 0 fiir x = ^. 

Ausserdem hat man die beiden Hauptgleichungen (§. 32) 


( 3 ) 


0Mi , 

dt ^ dx-^ 

2 

dt ® dx^ 


fiir 0 < ® <! I) 
fiir I < », 


und die Oberflachenbedingungen 


( 4 ) Ml = Cl fiir £13 = 0 

(5) Ms = Ga fiir 33 = CO, 

Endlich kann noch fur einen bestimmten Zeitpunkt t = 0 
der Werth von ^ und Mi im Intervall (0, ^), Mq im Intervall 
(I, co) als Function des Ortes gegeben sein. 

Die allgemeine Ldsung dieses Problems ist bis jetzt nicht 
moglich, weil die Grenzbedingung (1), in der die unbekannte 
Function | vorkommt, nicht linear ist, man also nicht aus parti- 
cularen Integralen allgemeinere durch Addition ableiten kann. 
Um so beachtenswerther ist aber ein particulares Integral, 
das einer bestimmten Vpraussetzung iiber den Anfangszustand 
entspricht. 


. 4iK 


§, 4‘J» Vordrin|jf(‘n KroHtoB, 

Iin §. 37 htibon wir gozaigt, daBB, wenn 
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irk- 

ver- 

Udti* 


hrt* 

::aln 


Cl 

vitll 

ielii 

rti- 

'ill. 


V K J 

iat, 2fj V 0 Dift'iifeiitiulgldchuiiij; dor Wilrmobowogung 
[§. 36, (Ujl goiiiigt, uiid dasH alao, wonn Ai, Jii, A^, Con- 
atiinten aiiul, dit*. DiirarcntialgUnchungon (8) durcli dio An- 
iialmifi 


«i 


( 6 ) 




Cli \ t 


hefriedigt aind. Kun iat dki Function 64 (x f '2 a )/ 1 ) conataut, wenn 
X 0, X ' «' (kUt X jimjinrUonal niit \‘l iat. | Domnacli bo- 
zcdtdiiu'ii wir mit « nocli idim w<dtcirn (lonstanto imd acstzcui} 

(7) ^ - ctfi, 

und wollcn nun zidgon. wio man durch paKHcndo BeHtirtimuiig 
cler C«nHta«t<<» //|, /I*, 11^, « don Ib'dhigtuigon unaornr Auf- 
gnbo gtniUgcn kann. 

Da niimlicli 64 (m (I, M( x j 1 iat, ho crgiobt sich nach 
(6) nnd (7) au« (2), (4) und (fi): 


( 8 ) 

mid aua (1); 


A^ 


A, 1 «.«(,;) 

■ ‘b 


A, 1 /<■ « (j --) 

0, 

Aj f Itf : 



klh -r. kJh . 


X & 


Nacii (H) hat man biRrin zu Hotori 


. <5 *“? =; — '5s? «, 

Uj y t X 2 y t 


( 9 ) 


B, 


Cn 




th 


l-wi,/ V 
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und wenn man also uoch mit multiplicirt , so ergiebt sich: 






Hier haben wir also eine transcendente Gleicbung, aus der 
« za bestimmen ist. Die linke Seite von (10) wird, vrenn 
negativ, positiv ist, negativ unendlich, wenn a = 0, und 
positiv unendbcb, wenn a = co ist, wie man aus den Satzen 
fiber die Function @ (x) [Bd. I, §. 26, (14)] leicht sieht. Es 
giebt also gewiss einen positiven Wertb von a, ffir den die 
Gleicbung (10) befriedigt ist.' (Der Nacbweis, dass es nicht mebr 
als einen solchen Wertb giebt, wfirde eine etwas complicirte 
Dntersuchung fiber die Maxima der liiiken Seite von (10) notbig 
macben.)' 

Hat man a gefunden, so ergiebt sicb und aus (9) 
und Ai, ^2 aus (8). 

Der Anfangszustand ist jetzt nicht mebr beliebig. Aus (7) 
folgt aber, dass | = 0 ist fur t = 0, und aus (6), dass u.^ con- 
stant gleicb Ma -j- B^ = ist. Es ist also t = 0 der Augen- 
blick, wo der Frost an der Oberflacbe eben beginnt, wenn die 
Temperatur der ganzen Wassermasse constant gleicb Oj ist. 

Die Formel (7) zeigt, dass, wie zu erwarten war, das Vor- 
dringen der JroStgrenze mit wacbsender Tiefe immer langsamer 
erfolgt. 

Nimmt man Ci positiv, negativ an, so geben die gleicben 
Formeln das Gesetz des Auftbauens i). 

j, ^ bsbanddtfin Problem besohaftigeix sicb mehrere Ab- 

handlungen von J. Stefan. (Wiener Monatshefte fur Mathematik und 

S’‘='i“gsbericht6 der Wiener Akademie, 
Bd. 98 Abtheilung lla, S, 473, 1890.) Frane Neumann hat in seinen 
Nomgsberger V^leeungen bereita am Anfang der sechziger Jahre dae 
Problem in der Weise, wie es hier gesohehen ist, behandelt. 



Siebenter Abschnitt. 


Warmeleitung in der Kugel. 


Dnbegrenztes Medium bei beliebigem Anfangszustand. 

Wir wollen nun die Difierentialgleicbung der Warme- 
bewegung 

( 1 ) 

auf Polarcoordinaten transformiren, und erbalten nacb derFormel 
Bd. I, §, 42 (11): 


^ 0 sin O’ - 

f 2 sin O 00 


1 r u 
r2 sin2 0 dtp^ 


Hierin bedeutet r die Entfernung des variablen Punktes von 
einem als Pol dienenden festen Punkt, O die Poldistanz und 9 
das Azimuth. 

Betracbten wir zunachst den Fall, dass die Temperatur nur 
von r, nicht von O und 9 abhangig ist, so wird die Gleichung 
fiir u 


02 w , 2 0^^' 


und wenn 

(^) 

gesetzt wil’d: 

( 5 ) 
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nnd stimmt also in ihrer Form iiberein mit der Differential- 
gleichung §. 36 (2), die wir im §. 44 f. genau untersucht haben. 
Die unabhangige Variable ist bier r, und die abbangige Variable 
ist = Tu. Die Variable r ist auf positive Werthe bescbrankt, 
und v bat der Grenzbedingung zu geniigen 

(6) = 0 fiir r — 0. 

Die Probleme, die wir in den §§. 44 bis 48 behandelt haben, 
lassen sicb also obne Weiteres auch auf den Fall deuten, dass 
der leitende Kdrper eine Kugel vom Kadius c ist, so dass den 
Ebenen x = 0 und x = c der Kugelmittelpunkt und die Kugel- 
oberflacbe entsprechen. Die aufgestellten Formeln stellen dann 
aber nicbt die Temperatur selbst, sondern das r-fache der Tern- 
peratur dar. 

Wir baben bereits im §. 36 ein particulares Integral der 
Differentialgleicbung (5) kennen gelernt, namlicb: 

’ -1 

(7) v= -4=e 

it . 

Danacb wird 

u = — 7 = e 

rp 

und dies vrird unendlicb far r = 0. Wir erhalten aber ein von 
diesem Uebelstande freies, p'articulares Integral, wenn wir (7) 
nacb r differentiiren. Der so gefundene Ausdruck, der mit 
Unterdriickung eines constanten Factors so lautet 



giebt ein particulares Integral der Glleicbung (3): 

1 

( 8 ) u = e 

ip 

Hierin setzen wir, indem wir unter x, y, s-, ^ die Co- 

ordinaten zweier Punkte jp und g versteben: 

(9) > = V(l - xy + {n- yy + (g - ^)^ 

und nun konnen wir aus (8) ein allgemeineres Integral von (3) 
berleifen, wenn wir mit dt das Volumenelement ah der Stelle g 
und mit 5^g*oder g) eine willklirliche Function bezeicbnen: 


B. fMi, Uii bt Mtuiiuin btn bi'lu'higturi Anfang^HraintiUHl. i25 


m 


(:2a]7til^ 


(/r, 


■vv«»rin dun luictgral uhi*r dtui garizi*n ilauiti cTatrockt warden 
kiiiin. Wir woUan diesen Integral uiidurrnen, indein wir Poto- 
{•ciorilinaiau mil dam Mittid|ninkt p (‘infiihnnn Hozcdehnet daim 
d0 ein Fliirlianidanient dt*r KiidHntHkugtd, ho wird dan llaum- 
«deni«»nt tlx rulrduh Wir neton 


(11) !i'0 ) ,j*jy [ 

St) tlasK if(ri ili’r .Milt«!lwt*rtli dor Function 0 auf oinor uin 
p beKchriplMMiinj Ktigt'! mil limri IlatUuB r ist, uiul os crgioLt sich, 
wonn 0 im I'unkft* p hIoUk i«t 

(I'i) ^'(U) 0^. 

Iijitltircli ( 111) iilicr in 


(>:0 

Dtler, wonri man 
st'litt : 

(H) 


I'i ti ) 1) \ 


r -™ 2n]t X 


^ 2r .1 


r XhlX. 


Wotin man hierin I “ u so IuIkI sms (lU) init Be* 

nutzHiij^ dor Fonmd: 

I f ’’’ X^tlX b™ (lid. I, 111 (7)1 

a 

liir I 0 

(16) u - 0 (.r, I/, gj, 

d. b. ew ist 0 «l»*r AnlttHK^^nstami dor 'rotapflraturvcrtliBilmi^, 
and durch (14) ist also tltta I'rtihltim d«r WErmnlditund lilr 
ein unbng(«)n^tim Moditim bid flirinm btdiobigBH Aiifungs- 
sustitRtl gsn* ailgcmcdti gidiiat, 

Wtdlte Rian in Jihnlichdr Woiso iliis Function (7) bonutzan, 
m\ wttrde man m ninnm dreifiichnn Integral Kidangen, was tier 
Diflbrindialibiclutng (1) niebt ititdir gonbgt {ilbnlich wit* das 
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S- 51. 

Potential von Massen fiir ciiien iniicrcn Funkt). Ks wiircle dies 
also eincrWilrmebewegung entsiirechen, liei der in jedemVolruncn- 
elemeiit eiiie I'ortwalirende Warmeentwickelung stattfindet i). 


§• 

Der Green’sclie Satz in dcr Wlirinetheorie. 


Wir konnen das particulare Integral der Warmcgloiclmng, 
das wir im vorhergekenden Paragraphen bcnutzt babon, noch waiter 
verwerthcn, illinlicb wie die Grcen’scbe Function in der Poten- 
tialtheorie 2 ). 

Wir fiibren einen andercn Anfangspunkt der Zeit ein, und 
setzon, indem wir unter ■9' cine bcliebigc Grosso (Vcrandcrlicbc) 
verstclien, 

( 1 ) £ — (( — 

was nicbts Aiidores ist, als die Partic.ularliisung (K) des vorigon 
Paragraplirai , wcnn dariii t in ( — t)- vcrwandolt wird. Sic ge- 
niigt als Function von g, ij, do.r DiHereutialglcicliung 




'0 ^ 




worin jetzt 

( 3 ) 


Z/(£) 


02 £ , 02£ I ?;»£ 

0^2 b'J?" 0g2 


Nun sei ein boliobig begronzter Rauin x gegeben und, in 
ibm eine Function 


(4) M = 2?, S. 1^), 

die der DiiTercntialgleicliung 


(5) 


du 

■d& 




gonilgt, ferner eine Lbsung v dcr Gloichung (2): 

( 6 ) 


1 ^ r« 

Die Function n — 4^1 tta yT dadpdy 

verHchwintlot fiir t = 0 und geniigt dcr DilTcrentialgleichutig 

— rr: J u f" 

0 1 

Vergl. Sommerfeld, Zur aualytigchen Theorie der WErmeleitung, 
Mathomatisclie Aimalcn 45j S. 203 (1894). 
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I zwischen den Grenzen 0 und t\ 

I t 

( 11 ) (2a^|7cy '^1 

\ . \ 

I Hierdurch ist aber, wenn y nnd mithin v als bekannt 

angenommen wird, die Function Up ausgedriickt durcb den 

Anfangswerth und durch den Oberfiachenwertli von w, und 

dieser Oberfiachenwertli kann eine beliebig gegebene Function 

des Ortes und der Zeit sein. 

Diese Function y leistet uns also fiir das allgemeine Problem 
der Warmebewegung, wenn Anfangstemperatur und Oberflachen- 
temperatur beliebig gegeben sind, dasselbe, was die Green’sche 
Function fiir die Potentialprobleme leistet. Wenn wir z. B. den 
Fall betrachten, den wir im vorigen Abscbnitt ausfiihrlich dis- 
ciitirt haben, dass der Korper durch eine Ebene begrenzt, sonst 
aber unbegrenzt ist, so nehmen wir in Bezug auf diese Ebene 
das Spiegelbild p' von p und bezeichnen init r' die Entfernung 
geniigt 

(12) y z= {t — &)-% 

woraus man z. B. die Resultate des §. 40 leicht wieder herleiten 
kann. 

In ahnlicher Weise kann man die Function y bilden fiir ein 
Polyeder, das von ebenen Flachen begrenzt ist, und die Eigen- 
schaft hat, dass durch wiederholte Spiegelung an den Grenz- 
fiachen der unendliche Raum einfach ausgefiillt wird, z. B. fiir 
ein rechtwinkliges Parallelepipedon (auch einige Tetraeder haben 
diese Eigenschaft). 

§. 52. 

Beriicksichtigung der ausseren Leitung. 

Wir wollen uns jetzt noch mit der Warmebewegung in einer 
Kugel unter Beriicksichtigung der ausseren Leitung beschaftigen . 
Die Temperatur der Umgebung setzen wir als constant voraus 
und wahlen sie zum Nullpunkt. Ist dann h die inner e, h die 
aussere Leitfahigkeit , die wir hier als Constanten ansehen, so 
haben wir nach §. 33 , IV , wenn n die nach innen gerichtete 
Normale bedeutet, die Oberfiachenbedingung fiir die Temperatur u 

(1) = hu 

dn 


A »■ U : *l‘ J r Li‘ i t 11 11!'. 


52. Aru: .rn* Li'itini!-. | Of) 

uili'i*, wi'isu \ur !: : li I -♦-t/t-h 

f n t( 

/ ' 

Wi'riu I ‘’iiHstaiitf ist , uiul i\\v 01i(*r{lii.c,lienw(‘rtlui 

{‘iiH'r Kiuiftinji flunli tlariilirr p‘si‘i/trn Slrirlt hozriclinct 

Ks *l*‘r Korpn*. tl»ii wir hf-trarlitf^ii, cini* Ku^»'l voii ih‘in 
HaHitis f\ nn*i \ur yunilfliKt Kail, ilass die* Kiinctifm 

u imr t ill*' Fauf‘(i«»ii w*u r uik! also in ('(iiu'rntriKrlini St’hic.hUui 
couHtaiil ht*i. Ihinu fallt a in i' 2 \ init r zuHuinnuMi, tmd w(uiii 
wir hirriij liufh S* 

(:u '' 

sct/ani, Hn I4t*h1 {‘J) in falgtnuhi uImt: . 

(4) ■ {J ))'■ 

DtuiiiiiH’li Italnii wir iln* Kuiiftioii n tlcii folgotuloii Bodin- 


I. 

1 V 

r t 

' ‘ : at' 



u. 

y - 

- r /-'(r), 

i'iir t ■ 

", 

III. 

f r 

f’ r 

■ ( ' ’ ' 
M 

1 1 \ nil* r 

” 0, 

IV. 

r 

(1. 

fiir r 

(t, 


Wdi'iu /•■(f'l <*iin' willkiiriirlic Kuticlimi isl, din <l{f[i Anfiings- 
zn«l!itid utindnii'kl. 

Wir gnlu'ii wji‘d«'r von dcr I'nrlirnturiiiKung dor (noichung 1 
ttU8, die wir M’lioii friilior Imhon 

{fjj r “''‘'HiuAr, 

dir dio Hodinguiig IV iM-Cnt-iligt. Uuuiit luioh din Ilodinguiig HI 
diiroU dioHoii Anndnirk Indriodigt werdo, iuhbh A ho gowiililt 
werdoii, iIiihh < h dor Hloirliuiig 

(6) A ooH Ao 1 ( I ] mu Af (I 

goniigl, Kh tmiHH nlw> A oiiio Wurzol dor traiifiotnidi'iit on 
(iloiolautg ((») Hoiii, die wir dnluT zmiitcliHt zu tiulormio.lion 
halton. 

Ulownnn- W pI.»i. II. i) 
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§. 53. 


I 

I 



§. 53. 

Discussion der transcenclenten Gleicliung. 


Um die Gleichung ( 6 j, §. 52 etwas einfacher darzustellen, 
setzen wir 

( 1 ) lc = cp, j — 1 = p 


und betrachten (p als die Dnbekannte, p als eine gegebene Con* 
stante. Unsere Gleicliung lautet dann 

( 2 ) (p cos cp p sin (p = 0. 

Die Gleichung hat die Wurzel gp = 0 . Alle anderen Wur- 
zeln kommen paarweise entgegengesetzt vor. 

Der besondere Fall p — 0 erledigt sich unmittelbar , denn 
in diesem Fall geht ( 2 ) in 

(p cos 9 = 0 

liber und hat also ausser 9 = 0 nur die ungeraden Vielfachen 
von zxL Wurzeln. Sehen wir also jetzt von diesem Falle ab, 
so ist die Gleichung ( 2 ) gleichbedeutend nait der Gleichung 

(3) ® = tg 9 + = 0. 

Lassen wir cp von irgend einem ungeraden Vielfachen von 
bis zum nachsten gehen, also etwa 

(4) von nTT — •^bisnjc-f-?) 


so geht tg (p und mithin ^ von — 00 zu cx) , und muss also 
einmal durch Null gehen. Es liegt also in jedem 
dieser In^lj^le wenigstens eine Wurzel von (3). Da wir aus 
. den positivenvKy^zeln von (3) die negativen sofort erhalten, be- 
schranken wir u^^yetzt auf die Betrachtung positiver Werthe 
von 9 . Wir theilen^^des der Inter valle (4) in zwei Theile, von 




7C 


bis n7t und vd 


bis -j- - 2 , so dass die Tangente 
lim zweiten positiv ist. Dann unter-- 

eine Wurzel von 0 in dem Intervall 


von 9 im ersten negativ, 
scheiden wir zwei Falle: 

1. Ist p <! 0, 80 liegt 




1 . 63 . 


lirr t r lilt ?o'rn fitful «ui (t leiolt uiig. 


in\ 



I 



7t * nn, 

2, jf# „ * hegt kaiut* \\ iir/(4 ?<)u <D iu dom Intervall 

7t 

nit ,,, nn \ 

uritl liauui.H fiilgt 

;i /»< (t. Kmi- Wiirzci in di'Ui Intervall nic... nx 

2 

4, ji ■ *0. Kiiif* Wiir/«d \ii%t in ilc^m Intervall n.?r — ^ htt. 
Kin*" I»il4et ini FatU* 3. diw erntu Intorvall von 

0 \m wril hm* q Mcdlmf vinv WurJiDl ini. In tlitmom 

Falle fnr mnnnilirli kitnne Wortlio von 9 



und fiir f -■ ^ hi 0 Hieraui ermeht man: 

k hi - p ’ ■ K Hegi eine Wurs^ad in dom 

lliirrviill II 

S. ht p " • 0 mlur p - 1, k« Uej^t kninn Wurzel in dein 

Inti rvall ^ ’ 

Itiws in }iinn«*tii der in .‘i., 4., 6. atf^nffebnnan Intorvidle rnohr 
ftl* cine Wumd lit>g«'n kann, liiMl Ni«di ho oiiiHolion. Worm 
niehr »Jh Wtirzid in oinnni diowr Intervalle Uegen Hollto, 
80 RiiiMtott »H nundiHtwiM drt'i win, und zwwtdten jo zwoien 
von ihncti 0 «iu Masinnitn «d«r ein Minimum hubori. 

i")* mtiHHU* iilso 

fi0 _ J I 
dtp ” p 

in einein eolclnni ftd'srvali zwoim&l ~ 0 worden. 

M'imn nbwr p «id«r kkiuor nls • 1 ist, w kann dieaer 

Atunlruck nioht wmdiwiitden, and w«nn p 1 oder 

eitt ocliter Ilruah int, nar oirttnal in idnem Intonall. 

Man kaim meh di»* I*8g« d»r (wwitiTon Wumdn von 0 sebr 
gat graphiiflj veransclmnlifliun, wenn man (p ak variable Ab- 
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scisse in einem rechtwinkeligen Coordinatensystem ansieht und 
die zwei Linien 

(5) r=tg9, y = 

construirt. Die Gleicliung (3) ist dann y = Y, und die Wurzeln 
sind also die Abscissen der Scbnittpunkte dieser beiden Linien, 
von denen die zweite eine durch den Nullpunkt gehende Ge- 
rade ist (Fig. 9). 

Fassen wir das Resultat dieser Untersuchung kurz zusammen, • 
so bat sicb also ergeben, dass die transcendente Gleichung (2) 


Fig. 9. 



unendlicb viele positive Wurzeln bat. Fiir = 0 sind dies die 
■angeraden Vielfachen von fiir jp > 0 liegt von den Wurzeln 
je eine im 2*®^ 4^®^, 6^®^ , . . Quadranten und zwar so, dass sie 
sich mit wachsender Grosse den ungeraden Vielfachen von — 

JU 

schnell annahern. 

Ist p ein negativer echter Bruch, so liegen die Wurzeln ixn 
It®^, 3*®“, 5*®^ . . . Quadranten und nahern sich ebenfalls den 

7t 

ungeraden ’Vielfachen von — • 


sn jilii ii«»r (ilaich 


L m. 


Xing, 


VdH 


Der I'uH p i kiuiu HHi'h tier Hneltjutung von p in 

unsermi jihysikalist-hfii Pruhlou nicht vdrkommeti. Matlic- 
matisch vt-rlijiU mch cl<*r Full uIht clititiso \vit« (l(>r voriKO, nur (Ihhk 
kciiit* Wtirzfl iin «tn<ton Quailraiitcii liagt. 

Dll' W«r/.flu lu'«sfii nit’h mu- iiiLhBrungHwtnso Ix'ruchncn, was 
init Hiilfc ‘U'f triKt>ii<»nn-trisftiiTi ■rali-Iii •/.ieinlicli l(>iclit auHRofiilirt 
■wardi'ii kuiiti. I5t‘i l-.uli'r. in unalyKin iiifuiitoruin“, 

tomu« 11. ‘-ajj, XXn. pnililfma IX, int ilii* Auff'alK! fiir p ~ I 

behantlalt. 

Wir Wallen jmch ilii- Fruge lic‘!«it.wortt!ii, ob uiiHore (Heic.luuig 
(I n-in ituaKiitur'' Wur/.clu habi-n kami ; auf die Friigo nach 
den Wnr/idn waniBii wir Hjiiitor Kuri‘u;kk()mmon. Wir 

geteii also q> i| nml iTbaUw! ana (11) die (tbdtdiuiig 


ffi) 


• i r ' 


f 


0 . 


(7) 


Dii'we Uleit-htusg hat die Wuto' 1 | 0 und ee fragt Hirb, 

oil sin imeb antler*' reidle jamitivo Wnrzeln hat, Wir bilderi zu 
difsetn Zwerke tien Difr»'rential(}Uotientf‘n 

dS 4 1. 

</| -} ft -iy ^ ;i’ 

diest'r Atistlrufk ver'a-hwiiutttt mir, wenn 

/ "I ' <1 ' ' i \ S 

( 2 ) 

ist I>i©» trill niemalH ein, weim p jumitiv tidor oin negativer 
echter Krm-li isl timl in dieiatn Fiillon kami aleo S von Null an 
nur warhsoji, !•;» bat also S lumser 0 keino reello Wurzol. 
Went! dageget) p <; — 1 isl. tio bat die Oioichung (7) eino, abor 
auch nur «*!»« reeUo {amitive Wurwtl. Die Funation S wiichst 
anfangs und niuimt dann fortwilbrond (bis — eo ) ab, Ee hat 
also (6) eino untl mir eine fKwitive Wunwl. 

Die Clleiidiuiig (3j hat tliiher nur in dem Falle p <Z — 1, 
der fiir das {ibyHikalist-be Froldem tiiclit von InteresHO ist, zwoi 
coajufirte, rein imagiittes Wamelti. Dies war zu orwarten, dorm 
IMuat roan p atetig wtuihaend dureh ~ 1 liindarohgohtm, so drelit 
*ich die gerade I.inie unserer Figur a um den Nulltiunkt. Ibd 
|} s= I fallen awoi Wurxidn in den Worth 0 zunammon, und 
wooien bet weitemr Drehung imtginar. 
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§. 54. 

Bestimmung der Coefficienten. 


Wir haben in §. 
( 1 ) . 

wenn I eine Wurzel 


52 geseben, dass die Function 
sinAr, 

der transcendenten Gleicbung 


( 2 ) 

Oder 

(3) 


A cos A, c sinAc = 0 

tg Ac cl £ 

~~ir ~ l — c ~~ p 


ist, fur V gesetzt, den Bedingungen I, III, IV geniigt. Bezeichnen 
wir die positiven Wurzeln dieser Gleicbung, der Grosse nacb 
geordnet, mit Aj, Aj, . . so geniigt denselben Bedingungen 

auch eine Summe von der Form 


(4) V — sin A„ r, 

n=l 

worin die unbestimmte Coefficienten sind. Es fragt sich , ob 
man diese Coefficienten so bestimmen kann, dass auch noch die 
Bedingung II : 

V = r F{r) fiir ^ = 0 

befriedigt ist, wenn F{r) eine willkiirliche Function von r ist. 
Nacb (4) miisste also 

00 

(6) r !?(»”)= 2 

n=:l 

sein. Dies ist eine Entwickelung der Function rF{r) ganz analog 
der Fourier’ schen. "Wir setzen bier die Moglichkeit einer solcben 
Entwickelung fur die Function rF(r) voraus, und sucben die 
Coefficienten A„ zu bestimmen. Wir multipliciren beide Seiten 
der Gleicbung (5) mit sin dr und integriren zwischen den 
Grenzen .0 und c. 

Es ist aloer 

(6) sin r sin | [cos ^ + ^n) ? 

und folglich, wenn m von n verschieden ist, 


HU m y !« g *h’r ^ 'fH- Hit* unit t-n. 


r-'- f^w ”■■■}■” C.' 

■• A^i j 

'■**•'* ^'M ^' ' t Hin Amf!«)HA„e 

A?„ „-^r-'~"---~“-^^ 

— cn-, A„f f<m 1. r ^ ‘'• 

A;> ™ 

^‘<•rHf•llwillti^'t , din A.„, vi’ri'(;liii‘(li<tif‘ positive Wurzoln 
uiig (;i! M!i«t. Wir halteii hIhh: 


I !»iii A„, r >>111 k^rtlr 0 , 


>n "l. ti. 


ter m n . ttii iT^ieltt sirh jiun (()) 


(»*ili A*rP 


■«•«« 2 A„r 
2 


(till l^rfdr 


r Hitl 2 An,f 

a™' 4A» 


lit niter, ilii A, der Uhnohiuig (,•() gmiiigt 

,r 2A„r/(f 1) 

I » tg*A*r fr »/)3 I A^ca^s 

frti iiil 

Hi'Miltnt i|i«r t«irg.'»Him»iPBi!ii IntegrAtion lioBolirankt 
ftitf tier r«*litf»n Kiiiti) anf ein 0 U«< 1 , uKd wir erlinltwi 

( rl>Muni rt/r- A " ■ /» 


2 . f C'c -l|* 

Air* I* i- r* /» 


J r #'(»') •> 


•in AiKf dr. 


Btt wir tieii Ci»*'fftrii*iit«n ia tier Iteiho {4) die dtircli {») 
n*kti*n Wttrthi*, so gmilft die Funetion e den ftauimt- 
edingungan. 
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Vorausgesetzt ist hier freilich, dass die Function rF{r) sich 
iiberhaupt in eine Reihe von der Form (5) entwickeln lasst. Dies 
ist fiir solche Functionen, die sich in Fourier ’sche Reihen ent- 
wickeln lassen, mit Benutzung eines Gedankens von Christoffel 
durch Fudzisawa nachgewiesen i). 

Wir wollen noch einige Bemerkungen an die gefundenen 
Formeln kniipfen. Aus (4) ergiebt sich fiir die Temperatiir u 
selbst die Formel 

(10) = A + A + . .. 

Hierin ist <i it und folglich auch a it. Es ist 

aber 

d sin r r cos XiT — sin X-^ r 

dr r r^ ’ 

also negativ, so lange X^r it ist. Demnach nimmt der Factor 
des ersten Gliedes sinA^r/r mit wachsendem r stetig ab, und 
zwar 

von bis ^ = -==iL=== [nach (3)]. 

Es ist ferner, da der Fall ^ — 1 nicht vorkommt, 


X2C>it, 

* 'i ^ ^ 

AlC < JC, ;t2C > -y 

also unter alien Umstanden 


fiir ^ <; 0, 
fiir ^ > 0, 


^2 ^1 ^ 

folglich ist 






e 2:^1 e ^ , 

und ebenso ergiebt sich aus §. 53, 3,, 4. fiir ein grosseres Xn 

2,2, ■ 2,2, _ gg (2n-8)(n~l)^i 

g-a ^1* <; e 

Diese Verhaltnisse nehmen also mit der Zeit sehr rasch ab, 
und wenn also der Bruch 




D Ueber eine in der Warmeleitungstheorie auftretende, nach den 
Wurzeln einer transcendenten Grleiohung fortsohreitende Eeihe (Inaugural- 
dissertation der Universitat Strassburg 1886 ), Journal of the College of 
Science Imperial University, Japan, vol. II. 


lit* tit S ^jslrnUii* c ‘ur I fi r it‘nt r II, 


§. 


i:t7 


<t 1 1 

c 

einen liinliiiiiilifli liruHn-u Werth hut, ho wimt sdioii das wsto 
Gliwi tl<*r (I»( «li« T<-»iiii-ratur mil KoiiuKinidor (hnmuig- 

keit darslidli'Ji, al«i< 


gfsctzt wiTdtai kiiiiju’ii. lijcH wird um Hti friiliar ctrlaulit 
gein, j«' kl<*iner. Im i N«.n«t ghdcht'ii ViThulliuHRon, dor 
Radius c di r Kug**l ist. 

Mit warh**indiT Xidt wird Kitdi iitudi das Hrslft (Hied dar 
OreiiJio N>iH tiiiUani, imd mddii^ssljcli wird iHo gaiiKcs Kugal die 
Tenipratur lUr J niKidmiig atiiuditm'ii. 

Kh int liiir vurHUHgi««ftzl, daw At van Null vt'rschiotlGn kt. 
Wiire Xl, " • <>, »» wnrdt' das jtwinti* tilii‘d auHSidilaggalioiid goin. 
Et wUrdi* danit alwi di«’ lamjwratur noch wait acluudlcr dor 
OroBJtP Null 2 ii»tri'l»«'ii. 

Wonti di-r llaiiiui* r iin Vrrgltnrh zur Lange I unendlioh 
wird, diuijj geh«*n die Wurzeln dur tranHocindimkHi Gloioliung 
68 (8), win «iii lUifk intf din Fig. *.l lidirt, in die migorailon Viel- 
faclien vnti iilwr. KUlirt man ilnn (ironzltliiTgaiig aus, so er- 
gielit sirli die I.ikuiig tica Frrddnmw, das wir im §. 38 auf andore 
WeilXJ Iwhniididl halajo. 

Die Fiirmidn, die wir Itir die Ik'wUttittuuig d«r Oonitanten der 
Entwkki'liuig vim «■ aligtdeilet hidii'n, erlaulion utm, oine LUcko 
xa ergauzent din in «l«*r iHmnission der tratmaendenten (Jloioliung 
gelilieben kl, niindirh den Nachweis zu (tilinm, d&»B dieso Gloi- 
chung ki'ine rnin|d«x**ti Wurzidn hat. I'k hat sich namlich or- 
gehen, dns«, wenn I, I' jtwci Wiirztdn dcr Gleichung (2) sind, 
and A* ton A'* reraithiednii i«t, irimuir 


( 11 ) 


* 

win Ar dn k‘rdr '*’! 0. 

* 


Die* wttrde aueh nwih gidten, wenn A und A' complex wilrcn. 
W«m ttbor 

A «( fii 

eiae War*®! ut, wj i«t amdi 


A* t" at 
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g. 55. 


eine Wurzel, und es wird 

sinXr = E Si^ 
sin Vr = B — Si^ 

worin R und S reelle Grossen sind. Dann wiirde aber aus ( 11 ) 
folgen 

c 

j (S^ -f- R‘‘)dr = 0, 

0 

was nur moglich ist, wenn R und S verschwinden. Es konnen 
also cotnplexe Wurzeln nicht vorbanden sein. Die Frage der 
rein imaginaren Wurzeln ist bereits oben erledigt. 


§. 55. 


Warmeleitung in einer Kugel bei gegebenem 
Anf angszustand. 


Wir wollen noch ein auf die Kugel bezligliches allgemeineres 
Problem der Warmeleitung behandeln, das uns ein schones Bei- 
spiel fiir die Anwendung der Kugelfunctionen bietet. Das Pro- 
blem bestebt darin, dass der Anfangszustand im Inneren der 
Kugel eine gegebene Function F des Ortes, also der drei Coor- 
dinaten r, 9 sei, wahrend die Temperatur der Oberflache 
constant auf Null gehalten wird. 

Es ist dann die Differentialgleicbung §..50 ( 2 ) 

/ ^ . <v 8 ^ 

m — = 1 8^6 

^ dt ^ \^ 8 r 2 8 '9’ r sin^^-^ 8 ^^ 

unter den Bedingungen zu integriren: 


. 1.^ = 0 fiir r = 1 , 

u ^ fiir i = 0, 

wenn der Einfachheit halber der Kugelradius = 1 gesetzt wird. 
Wir sucben ein particulares Integral in der Form 

(3) u=TBX, 

worin T nur von t, R nur von r, X von ^ und <p abhangig sei. 

Setzt man also (3) in (1) ein und dividirt durch rTBX^ 
80 ergiebt sich 


§.65. 

\\ u ill filler Kuj.(r*L 

I3i) 

( 4 ) 

1 tt r ft” il'^ r li 

r lit rll dr'^ 



„ ( . ^ , , v\ 



’ f-X r' I)' ' niu'*^ ru;-*’ / 



Wir murlu'U mui wi-iter ilit* Aiiiiahnio, dasK X I'iiic. Ku|fcl- 
furictioii OnliiHiif; wi, uiid ulwj dc<r (ilcichunfi 


(&) 


f' Hill ^ Y 

1 f U , I f ^ A 

' Mil ' ll f 9** 


n(n I 1) A' 


geiiilKi* l^d. 1, (?»!• 

1 d '/' <*'-* d^rll a^n(H I 1) 

W r dt ’ rlt d fi r* 

und da dio piur Si-itc diont-r (JUuchung niidit voii r, die andcro 
niidit ¥tin < uhhiiHsit . ku mlissi'ii litddti gltncli ninar (Jotmtanton 
— ;ia«* sain. Diidiirrli t^rgiidit sich 


(7) 

dT 

dt 



(8) i 

1 h. 

dr> j 

n(n I D 

f-*! 

r II ' - 0, 

Oder, 

was daawdiie int 



(9) 

d>n , 2 dll J f 
dr> ' f dr ( 

H(n - 


(10) 

drd^^ 
f*dr 1 

1 


(I, 


Die Ititegr«li«>n <i*>r (Ueichmig (7) »^rgi«‘bt 
(11) 7’ — ^ **''**1 

womus man iichlu*8«t, da»*i {Kisitiv sinti roiiaii da T mil der 
Z«t abuebmeii iiuim. W«m» wir frrtier 

^ f "Sw ^ 

wtaen, »o erhiilfc die (Slidehung (tt) die I'orm: 

I d^ r tt 


(12) 


X Ax* 


I J 


»(n + 1) ^ ^ Q 

** J 


140 
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§. 56. 


Setzt man endlicli nocli 


_R = a;-y 2 S{x), 

so ergiebt sich fur die Function S die Differentialgleicbung 


(13) 


^ 4 . i ^ _L fi _ ( 2 n + l)n 
dx^ ^ X dx ^ 4:X^ J 


S= 0, 


und da B fiir = 0 nicht unendlicK werden darf, so muss 8(0) 
verscliwindeu. Die Gleichung (13) hat nun genau die Form der 
Differentialgleichung fiir die Bessel’schen Functionen [Bd. I, 
§. 69 (12)], uur class die Ordnungszahl keine ganze Zahl, sondern 
^ 1^2 ist. Man kann, wie dort, zeigen, dass nur eines der 

beiden particularen Integrate fiir x — 0 endlich bleibt. Man 
findet einen Ausdruck fiir diese Function geradezu aus der 
Potenzreihe fiir die Bessel’sche Function wenn man n 

durcli n Vs ersetzt und man erhalt, da es auf einen con- 
stanten Factor niclit ankommt [Bd. I, §. 68 (3)] 

S{x) = + 'A 2 2 . 4 ... 2 - 1 / ( 2 w + 3 ) (2 n + 5yTT:(2n+ 2^i+T)’ 


ein Ausdruck, von dem man leicht nacbweist, dass er der Glei- 
chung (13) wirklich geniigt. 

Demnach wird die Ldsung der Gleicliung (12) 

(14) •S^(^)=»"S2.4...2v.(2w+3)(2w-H5)...(2w + 2v-|-1)‘ 


§. 56. 

Geschlossene Ausdriicke fiir die Function i?. 

Wenn man die halbconvergenten Entwickelungen , die wir 
friiher fiir die Bessel’schen Functionen aufgestellt und unter- 
sucht haben, auf diese Functionen S zu iibertragen sucht, so 
kommt man zu dem merkwiirdigen Resultat, dass diese Reihen 
abbrechen und also geschlossene Ausdriicke fiir diese Functionen 
liefern. Um diese Entwickelungen zu finden, setzen wir in der 
Differentialgleichung (8), §. 55‘ 

( 1 ) rB == 

wodurch sich fiir 0 die Differentialgleichung ergiebt 



•tt; h !<•««•' Ill* A li r uf li !■ tur ilit* Function /i’. 
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tl‘ tp 
tir‘ 


2 I k 


,l‘P 

dr 


)‘{>i i 

•y’J 



0. 


mil «ii^« u AiiHtlruck koimncni, ho iat 

i4i riiaii liit r narh full«‘nth*n nach Htcd^orulon 
M r *aitwirkrll. Ilaiii wir duH lats^ton* uiul sc^teoii 


i*‘h: 


tp ‘ - #1, r ^ ^ \ 


0 

fr 


\. 


«, fw 


9 m 


i'i >■"" ' * 


I 


h‘ 


\’ir*, (II (W V I 1 ))— nt' a_ 


•h winl «H<' liuku Sint® tinr {nuiflinng ( 2 j 


1 , |h(h f M (ri — t»j(M — V I 1)1 r 


- ■ 'Jfi N’ a, (n ™ vj r "" ^ ’ >, 

ijf M 

wili idfiiliwli viTwliwiudi'ti. lu (U*r erstcii dioKor 
rw hwiiid«*t uJiiT diw (Hind iiiit v c-5 0, und wir 
(«<r mu ll niit d«r Stmiimilioti Inii n r~: 1 licf^iminn, 
daufi »t» ditr ii-Winlim Kutnmii p - 1 fUr v, uiul lio- 
Ideiilital; 

I j (w tM (M • K f 1 ) v( 2 »t V { 0 , 

«|m, ••(’JM I’ I 1 ) t 2 «A 1 (n — v ”1~ 1)1 ™ 0, 




fllllfl iln 


2 I ^ lit ~ • I 


f» — n 4" 1 

v(2m — vf 1)’ 

I «o iirgiidit strli hinmuK: 




» (» ™ i_) . .ji (jj — y 4~ 0 ^ 

n (2 «™-v 4 - 1) ‘ 


sielit d«»»8 «« < t hdlusmi a, ver- 

!ii»d daw diirnitach di« lUdhe 0, die 80 dargeBtidlt 
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Siebenter Abscbnitt. 


§. 56. 


i 


i 




!% nifi — — 1/4-1) 

(4) 0 = r-” ^ (— 2tlry ]7^“ir^^(2n — 1) . . . (2n— v-fl)’ 

nach dem (n + 1)*“ Gliede abbricht i). 

Wenn man in der Summe (4) die Keibenfolge der Summa- 
tion umkehrt, Oder, was dasselbe ist, v durch n — v ersetzt, so 
erhalt man : 


n 

v=zO 


_ 2) ... n 
(n — v)\{n^v-\~l'){n^v-\-2).7^n 


ein Ansdruck, der sicb mit Benutzung des ZeicBens TI einfacher 
so darstellen lasst: 


JZM V 
^(2«) 4^0 


(— 2ar)-'' 


n (n -y- v) 

n {n — v)~ii (vy 


Demnach erhalten wir als particulares Integral [der Diffe- 
rentialgleichung §. 55 (8), wenn wir einen constanten Factor weg- 
lassen : 


( 5 ) 


n 

Bt— (—2 ^ 

»=:0 


JZ (n -|- v) 
n(n — v) il(v)’ 


und das zweite particulate Integral erKalt man, wenn man i mit 
— i vertauscht. 

Man kann diesem Resultate verscbiedene andere Formen 
geben, unter denen wir noch eine hervorheben wollen: 

Wir setzen in der Difi'erentialgleicbung §.55 (9) 


i? = r» X„ 


und erhalten daraus die Diff'erentialgleichung fur Z„: 

(0) ' + 2n-y2 d X„ = 0, 




dr 


Oder wenn man 


(7) — 

setzt : 

4- (2n -f 3) ^ + X„ = 0. 

Differentiirt man diese Form el nochmals nach x und setzt 


Poisson, Tbeorie mathematique de .la chalenr. Nr. 82 (1835). 



Au •ilrmii.n luf <ti« l-'uiuUiiiii J{. 


U3 


56. 


80 (ol;?t 
(!)j 


<l X.. 

</ j' 


x;, 


X.; 


i 2 n 


>1 x; 


X'm ■ 0 , 


unil jj. lit aiH (sj hcrvor, worm itiau n cluroh 

n I 1 iTHfl/t, .'iImi .V„ i-iui* vein (k), ho ist dX„>dx 

eine '»♦« hihI eluriiUH i-is'ii-lit mrh 


( 10 ) 


X.. , , 


<i x„ 

(/.!• 


mill ilnnh wifiiiTlmltt' AnwinulutiK iliisor Koniii'l; 


V ’I" X« 
th” ' 

Fiir X.. orhaUi M wjr mi« (Uj din (JliiifluuiK: 
^ S 

('*» ./r* 


‘ , Jr 


and dicin Ulftidmiig i.it iH'frii'digt dundi 


X« 


4 r 


and fidglii'h orgiidit «irh 

(12) H 


||S^ 


” 7 “' 


0 , 


WBiiri X diirdi ( 7 ) mJs Kuiirtimi vntt r hw^tiumit ist. 

VprwBndidl innii i in i, m* nrliilU itian wiwohl atis (12) 
all iiH» (4> f'n\ awMiti'* |»ariicnlftn*H Inlngnil uud wir kdnnen 
hinmach ili«* l)iff*'f»<MtialgU'i«li«ng ft& (B) cluftdi dieao ge- 
schlmwinm Atnalrurku voUittiindig integrirpti. 

Wttiui mm in ( l i) * ndt i vurtauardit nnd dnnn dieSumrae 
und din d«»r liiiiduti Atnslrikke ninimt, no erhtllfc man 

*wd |»articHlar« Inlegraln der DiUnronUalglBieliung §. 55 (8) in 
W«ll«f Form; 




fn 


i/« 008 k r 
tig.* r ' 


lif -•?» f*’ 


d" ainir 
dx* r ' 


TOtt dinan ik* aweita tmi dar Entwiekelung nach ateigendon Po- 
tenwtti ron r k«i8#» negailven PntMrmn «rgi«bfc, well die Ilaihe 
ttf sinAf/f kBU!« n«gatif«n Pottnwn enttiilt 
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Siebenter Abschnitt. 


§. 57. 

Integraleigenschaften der Function JR, 

Fiir die Function R gelten gewisse Satze, die wir zur Losung 
unserer Aufgabe nothig haben, die ganz analog sind den Satzen, 
die wir friiher liber die BessePschen Functionen abgeleitet 
haben (Bd. I, §. 79). 

Es seien zunachst T, zwei beliebige Grossen und 
Dann bestehen nacb §. 55 (10) die Differentialgleichungen: 

T 2 ^ 

■j ^ JR'i 

= - (i"’- 

und wenn naan die erste mit R^ , die zweite mit JR^ multiplicirt 
und subtrabirt 

a'. - = ± [r.(2i. ^ - K,®.)]. 

Wenn wir diese Form el in Bezug auf r zwischen den Grenzen 
0 und 1 integriren und mit i?' {x) den Differentialquotienten von 
B{x) bezeichnen, so folgt: 




= A" B {V) R (A'O —X'B {X") B! {Vy 
Wenn nun A', V zweiWurzeln der transcendenten Gleichung: 
(2) jR(A) = 0 

bedeuten, und yon Null verschieden ist, so folgt aus (1) 

die erste der gesucbten Relationen: 


BQJr)B{V*r)r^dr — 0, 


woraus man schliessen kann, dass die Gleichung (2) keine com- 
plexen Wurzeln hat (vergl. §. 54). Dass sie auch keine rein 


§. 58. 
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Losung des Warmeprohlema fiir die Kugel. 

maginaren Wurzeln haben kann, siebt man unmittelbar aus der 
Keihe (14), §. 55. Dagegen hat sie unendlicb viele reelle Wurzeln 
von denen bier nur die positiven, denen die negativen gleicb 
nnd entgegengesetzt sind, berucksichtigt zu werden braucben 
Man scliliesst dies am einfachsten aus dem Satze §. 25, 4 ., wenn 
man die DifFerentialgleichung fiir JR in der Form §. 55 (12) an- 

nimmt. Da der Coefficient 1 - sobald a: > VMMTi) 

ist, immer positiv bleibt, so bat diese Differentialgleicbung nacb 
dem erwabnten Satze oscillatoriscbe Integrals. 

Setzen wir aber zunachst fiir I" eine Wurzel I der Clei- 
chuug (2) und lassen danii X' gleicbfalls in A iibergeben, so er- 
lialt man aus (1) durcb Differentiation nacb A': 

1 

(4) j" B {Xry r^dr = \ [E' (A)]2. 


§. 58. 

Losung des Warmeproblems fiir die Kugel. 

Um nun das in §. 56 gestellte Problem vollstandig zu losen, 
lassen wir n alle ganzen Zahlen von Null his unendlicb durch- 
iaufen, und nehmen zu jedem n die Kugelfunction die 2n-j- 1 
willkiirliche Constanten enthalt [Bd. I, §. 115 (12)]. Zu jedem 
n nehmen wir die sammtlichen positiven Wurzeln. der Glei- 
chung §. 57, (2), und bilden dann die Summe aller particularen 
Integrale §. 55, (3). Dadurch erhalten wir 

( 1 ) ^ 

und hierdurch ist nicht nur die Differentialgleicbung (1), sondern 
auch die erste der Bedingungen (2), §. 55 befriedigt. Es bleiben 
demnach die Kugelfunctionen so zu bestimmen, dass auch 
die zweite dieser Bedingungen 

< 2 ) 

befriedigt wird. 

Nun konnen wir aber nacb. Bd. I, §. 112 (4) die Function 
F fiir ein unbestimnates r nacb Kugelfunctionen entwickeln: 

Blemanii-WelDer, Partielle Differentialgleiohungen. H. ] Q 
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§. 68 . 

(3) ^ = i] j -P” ’ 

Oder 

(*) F=±m. 

wenn 

I (5) J F, Pn (cosy) do 

: ist. Hierin bedeutet y den Winkel zwiscben den beideii Rich- 

i tungen nach p nnd nacli q, nnd do ist das anf der Ricbtung q 

liegende Element der Einheitskngel Diese Functionen sind 
Kngelfunctionen, in denen die Constanten nocb von r abhangig 
sind, und wenn die Function F gegeben ist, haben wir also 
auch die Functionen als gegeben anzusehen. Die Vergleicbung 
von (2) und (4) ergiebt nun 

( 6 ) = ^E{Xnr)X(-\ 

und wenn wir mit einem bestimmten multipliciren 

I und von r = 0 bis r = 1 integriren, so erhalten wir nach den 

ri Integralformeln (3) und (4) §.67 

I ^ 

I (7) IE (A „)2 XC") = [ R (A, r) dr, 

I 0 

I wodurch auch bestimmt ist. 




a 
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DEITTES BUCK. 


ELASTICITiTS-THEORIE. 




A ell I IT Alistilinitt 

AllKomoina ThQorie der Elastioitat. 


AiMi'iHfiH Kriiltn utiil inutTf. Druokkrtifto. 

Wir itu mnntti»n Al>8duntt duH (u'Hton Bandes die 

gecini«»triw'lnjii KigmiMidiitfli'n xlistiger Ortevciriludcriingon inner- 
liHllt iniHT ttiiH'ii Uaufiitl»‘il Htatig erfullc-ndcn Matorie betrachtet. 
WolUni wir naf idty«ikalwcha I’roblcme tmweuden, so 

inii»M»» wir iilw* «nn«» «lt*tigo Krfi'dluiig dos Ilauraes voraussotzen, 
wtti rauglicdu'rwaiw, w*'!ih tlin atomiatiHrlu) Auscbauung im Recbte 
ist, d»T Wirklirlikdt iiiir iiHgiumliert witspriolit. 

tbitur dii*H»nii Vt»r!«hidt sind die orwtlhnton Siltze anwendbar 
auf KlllwHigkaiti'U u«d Oiihi-. iiuf zilho Hubstanzen und elastisolie 
KdrjKsr. 

Von dwu g«>mi}triwhrn Hrtmclitimgen milssen wir zu dyna- 
Biwrhoi) iilM»rg«di**ii , uui din Baditigiuigen dos Gloicbgowichtes 
unti «b’r ibtwi'gung wdntior Htibsbitizen uiiter dom Einliuss von 
KrafbJii in Forni vo» IHtrnrwntiiilgleiohungen aufziistollen. Wir 
bpginnim mit don llBdingttngon doH (Heichgewichtes. Wir denken 
tins al»i» isifion l»*groMJ 5 ten Itauna t stotig mit einem btoffi erfullt, 
dowon Iwwcglieli «itid, und dieaeu nicbtstarren Korper 

unter dom Kinfluss ton Kraften, die theik auf sein Innerea, theils 
auf die OborflEoho wirken, im Qleichgewioht. Im Innereti^ moge 
auf ftiii Miwmmolomont oiiie Kraft wirken, deren Gompo- 
nenten aaeh drci rerhtwinkligen Axon mit 
( 1 ) ^dtX, &dtT, 
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Achter Abscbnitt. 


§. 59, 

bezeichnet werden* Es bedeutet hierin q die Massendichtig- 
keit, und X, X, Z sind dann die auf die Masseneinheit bezogenen 
Kraftcomponenten. 

Gegen die Oberflaclie 0 von r wirken von anssen angebrachte 
Druckkrafte, und wir bezeichnen die Componenten des gegen ein 
Oberflachenelement do vrirkenden Druckes mit 

(2) Xdo, Ydo, Zdo., 

so dass X, Y*, Z die Componenten des auf die Flacheneinheit 
bezogenen Druckes sind. Dieser aussere Druck steht naturlich 
im Allgemeinen nicht senkrecht auf der Oberflache. 1st Fdo 
die Grosse der Druckkraft, so wird seine Richtung durch 

X = Pcos(P, Y = Pcos(P, y), Z = Pcos(P, 0 ) 

bestimmt. Nach W. Voigt bezeichnen wir die X, Y, Z als 
aussere Volumkrafte, die X, Z als aussere Flaclien- 
krafte^). Die Krafte X, Y, Z, X, Y, Z denken wir uns ge- 
geben und nennen sie die „ausseren Krafte“. Diesen ausseren 
Kraften wird das Gleichgewicht gehalten durch die „inneren 
K rafters die durch die Einwirkung der ausseren Krafte her- 
vorgerufen werden, und einen Spannungsziistand erzeugen. 

Um diese inneren Krafte und die allgemeinen Voraussetzungen 
.genauer zu charakterisiren , denken wir uns aus dem Raume t 
durch eine beliebige geschlossene Flache SI einen Raum ab- 

gegrenzt. Nehmen wir nun, ohne Ver- 
anderung der Krafte X, Y, X den 
Theil r" von r hinweg, der ausserhalb 
t' liegt, so werden wir, um das Gleich- 
gewicht wieder herzustellen, neue 
Krafte hinzufiigen mtissen. Wir wollen 
annehmen, dass das Gleichgewicht 
heratellbar sei durch Flachenkrafte, 
die gegen die Elemente 6? eo der Flache £l 
wirken, und dies sind die inneren oder molecularen Druck- 
krafte, die man als die Wirkung des Raumes r" auf r' be- 
trachten kann. 1st v die Richtung der Normale an c?co, von r' 


W. Voigt: Der gegenwartige Stand unserer Kenntnisse derKrystall- 
elastioitat. Referat fur den internationalen physikalischen Congress in Paris 
vom 6. bis 12. August 1900. (Grottinger Nachrichten 1900, Heft 3.) 


Fig. 10. 



§. 60 . 


Gleichgewichtsbedingungen. 
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nach t" positiv gereclinet (Fig. 10), so bezeichnen wir den Druck 
gegen das Element dco und seine Componenten mit 

YlvdcHj ^pdfG)^ "Yi/dco^ ZvdcOy 

und dies sind die Krafte, die den ausseren Kraften das Gleich- 
gewicht halten, und die den Spannungszustand charakterisiren. 

Wir machen uber die inneren Druckkrafte 
die Annahme, dass sie vollstandig bestimmt 
seien durcb den Ort des Elementes dm und 
dutch die Richtung v seiner Normalen, dass 
sie also nicbt abhangig sind von der Grdsse 
und Gestalt des Raumes t', wenn dieser Raum 
t' nur so gewablt wird, dass das Element dm 
an seiner Grenze liegt, und dass dieNormale 
V von r' nach aussen fiihrt. 


§. 60. 

Gleichgewichtsbedingungen. 


Tm Zustande des Gleicbgewichtes sind die inneren Druck- 
krafte an die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen fur eineu 
starren Korper gebunden; denn denken wir uns den Korper 
x' erstarrt, nachdem er durch die Druckkrafte (3) und die 
ausseren Krafte (1) ins Gleichgewicht gesetzt ist, so wird da- 
durch ein bestehendes Gleichgewicht nicbt gestort. 

Nun hat man aber, wenn an einem System starr mit ein- 
ander verbundener Punkte Krafte angreifen, sechs Bedingungen 
des Gleichgewichts zu befriedigen, die aus der Statik bekannt 
sind i). Diese Bedingungen lauten, wenn x, y, 0 die Coordinaten 
der Angriffspunkte, X, Y, Z die Componenten der Krafte be- 


deuten : 

ZX = 0 , 
■ ( 1 ) 2 7 = 0 , 

ZZ = 0, 


S{yZ — = 0, 

(2) 2:(aX — icX) = 0, 

Il{xY — yX) = 0. 


Die drei Summon (1) sind die Componenten der resul- 
tirenden Kraft, und die Summen (2), wenn die resultirende 


M Man findet diese Bedingungen in jedem Lehrbuche der Mechanik. 
Naoh Lagrange (in4o. analytique) sind sie zuerst von d’Alembert auf- 
gestellt; man vergl. z- B. Schell, Theorie der Bewegung und der Krafte. 
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Kraft im Coordinatenanfangspunkt angreift, die Componenten des 
resultir enden Drehungsmomentes. 

In unserem Falle sind die zu beriicksichtigenden Krafte 
einerseits die ausseren Krafte q p F", p Z, andererseits die 
Druckkrafte YV, Xv und die Surnmen werden zu Integralen, 
die sich auf das Volumen r' und auf seine Oberflacbe SI er- 
strecken. 

So ergiebt sicb aus der ersten Gleichung (1) 

(3) X dx* ^XydcD = 0^ 

wenn dt* die Yolumenelemente von r', d(D die Oberflacbenele- 
mente von SI durchlauft, und v die nach aussen gerichtete Nor- 
male bedeutet. 

Diese Form el wenden wir zunachst an auf einen unendlich 
kleinen Cylinder mit den beiden Enddachen day und der un- 
endlich kleinen Hohe /^. 1st dann n die Normals an die Grund- 
flache do dieses Cylinders, in das Inn ere des Cylinders positiv 
gerechnet, v die aussere Normale an die Peripherie von dco, und 
ds ein Element dieser Peripherie, so ist hdco das Volumen des 
Cylinders, und der Ausdruck (3) zerfallt in folgende Bestandtheile: 

_ QXhda-^hj Xrds +(Z_„+ X„ + ^h^dw, 

und da man hierin h, unabhangig von dca, unendlich klein an- 
nehmen kann, so folgt aus (3) 

Oder ~ 

(4) = - Z_„, 

und darin kann n jede beliebige Riohtung sein. 

Wenn wir den bei dieser Betrachtung benutzten Cylinder 
an die Oberflacbe des ursprlinglich gegebenen Raumes z legen, 

so haben auf der einen Grundflache die 
Flachenkrafte die gegebenen Werthe 
§. 59 (2), und wenn wir also die jiach 
aussen gerichtete Normale an die Ober- 
flache 0 vonr mitnbezeichnen (Fig. 11), so 
ist X -I* X-n = 0 und folglich nach (4) 
(5) X,, = X 

An der Oberflacbe also miissen die inneren Druck- 
krafte mit den ausseren iibereinstimmen. 



c» U d HI 14 U a 


§, iK). 


lod 


Wir mnuyu IVru*T div Fciniita {3j auf inn uiu'ucUich Mwwh 
ilnn nuf i‘iua!uiiT rtHtliUviukaligi* Kantoi), von 
cler Ki'ki^ avin i 4 t*r«”rhu«d, mit dvu pusitivaii 
Gt>ortHiiHtrna\tni pariilF*! Mini Ist du) d\v 

uinl v 

die eaeli un^^vn i4«'rir}4i«di» SurmnU* un tlif‘se, 
so mnd di«* dr»^i KaihtiU'iitlarhi'U (Fig, l‘J): 

iiui, ■ #/ c«i I’tix I r, XK 
tl i*.i tfu 

(Itii. ■ ’ tiuti:uH{i\ j|, 

unci dit* II Nuriiialmi nii dh*^o ilrai FliUduju fulltni mit (l(‘r 

negiitivi*!! X, f/, j^UirLiimg /jiHiunnii-n. Uu niiii hier wioder, w(‘im 
man ihm I'ldraialrr iimnHllirh kleiri wc^rtlcdi die iiuHHore 

Kraft Xdr nh mil d«na Vidunif^n prciportitmal unendlich klein 
vcm bdlierrr Ortliicing whd, wi f*rgiidit nirh auK (S) mit lloiuitzaiig 
fDtt (4) 

(6) Xt x,rm(%\xl I X.^vim(t\ if) [• X^(U)b(i^^). 

IHofii! Formed diw^ X„ X^, X| die (kimponouteu cdiu‘H 

Viictom X Ntid, mirdi idma* hcditdugen Iluditung v geiiom- 

mane (kimpomiito X^ i'4* titnl watui man dalicn* auf dan Flileluui- 
integriil in (ilj dan (hui?4M'Hrhau lutc^gralnaty, auwtuidet (IkL I, 
I* 811). im fnlgl 

(T) \i{f X ! il\s X)<lt' - 0. 



IMbw! Fnrtiif'l ifutitH tMiti liir hcUt'liigtui llautiithtnl v' dcB 

ursprilngiic’lifui r gBltisii, uitd clit's lUlit't zu dun in jculom 

I*imkt« tun * Kiilligwit llHiliiiKUtigi'n de* (ikiichgowichtH! 


(8) g X I div .k' r»^ 0. 

IH»»« lU'trjw’litiing gill aindi fur iliu lieidtm iviiderun Gonipo- 
RMik'H, Hiid mi K’rhiilt nmri iitw (B) dnd lilijichungi'n: 

Xr X« nOtifya*) I X'„ fOBfiM//) 4 " XjC 08 (v«), 

(9) Y, F,c*»H(»»jrj I Y^cmivy) F, co8(v^), 

Xr Ztmnlvx) I X, vm(pij) F X, co» (ys). 

Dift Olaichungen (») lasBen «ich expUcite so darstelleii: 
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..jr I 8 X® _1_ 8 Xy I 8 X; ^ 


(10) 


(>r + 


d I ^ I 

0 2/ ^ 


0^ 

0 r, 

0^ 


0, 


,7 1 0 -Z® I 0 Z't/ 


+ ^-0 

^ Zz ~ ' 


und aus (5) erhalt man die Oberflachenbedingungen 

Xa, COS (n x) -j- -Xy cos (w y) -|- Xj, cos (w 5 ) = X, 

(11) Yx cos{nx) + Xy cos(wj/) + Xj cos (w^) = T, 

Xc cos (w a:) -j- Zy cos (« i/) + Zg cos (« ^^) = X, 

worm TO die nacb aus sen gerichtete Normals bedeutet. 

Es bleiben fiir das Gleicbgewicht nocb die Bedingungen (2) 


zu beriicksichtigen. 

Die erste von ihnen ergiebt fiir nnseren Fall 

(12) jgiyZ — 

0l)dz 

f ^ ; 

4 

(yZv 

— zYr) dco = 0. 

Es folgt aber 

aus (9), 

dass 

die drei Grossen 


y 

— ^ 

X. = 

Lco't 

(13) 

yZy 

— 0 

X = 

^y) 


yZz 

— 0 

X = 

L, 


die Componenten eines Vectors 2 sind, der in einer beliebigen 
Ricbtung v die Componente 

(14) yZy — zYr = L, 

hat. Ferner ergiebt sich aus (10) : 


— Q{yZ- 


8X1® I dLy I d Lz I -y y 


Yy'i 


'bx 

= div2 + X 
hiernach folgt aus (12): 

I div 2 t' — ^Lvd a =z | (Xy — Yz) d t' 

und mithin nacb dem Gauss’schen Integralsatz : 

[{Zy-Yz)dz' = 0. 


Da diese Gleichung wieder fiir jeden beliebigen Raum r 
gelten soil, so muss liber all 


!•(' 1 1 ^<’ ii «■ f iKlurin II t ill II. 


§. ei. 


Inf) 


( 15 ) 4 

tincl 

( 16 ) A. ' / . r. X, 

Tm /jwliiisil, drr diirdt die* iuiSHoren 

Krifti^ lirrveiri 4 i"rist'«*fi wird, vidktiiiidi^ 2 ;u htmtinunori, hat man 
die* KemiiiidHfi von h^^rhn th*liifuiKiU«imni 

Xi, r.. 

} X. • 

r. ' X, 

adthin, diet fur thv^ tU**irliite^wiedd lamh an din Difibrontial- 
gkkliiirig»iii I Hm lull dm t#r**ii/J»»‘diiigunKctn (11) gnhunden sind, 
Brdiiigiiirignti iihrr, win m ja luudi bed tier Memiiig- 

faltigk«?it dnr biuriii ntiibiiUnimti IVidiltmin iiutbwmidig int, zur 
Ikitiiuiiuing tlnr tinbimtinniilnn Furirticintm iiicht tim* Di« weit(*vBri 

ilnirkini die? Hnmmtlttrludt dtm geradn 
turliifgtmdtiii Fnddniiiti mm, iiiid keitnunt tmr aun pliyHikaliBclmii 
Thfttw^dmn iiiegidmti^t wiirdnu^ 

Ai» ihm llndsii||isii||nii t\m CUincdige^wieditM kcinntni wir abar 
abat Hebwinrigktdl du* IhHirnfiliulgkitdmngnn d**r iJawaguug rnit 
Hillfn i\m iF A l«*mti«frl'^rbrii Frimnfm nhlaitiin, iruUmi wir an 
HteUi d«r hr^rtilpiniignmlnu Kriilia X, T, X X — 

F f\ X ” /'* wniisi din lli*!<iidilaunigungmi deu* Htcdlo 

ft t Iwtilntilnn, Ilinriiiinli if*4li:m alia mmarn (Ikdcdningan (4)j 
1% (S|* ClftF ^4**) fdr ilm% Fall dar Bawagung, uud nur die 
tiliicfiiiiigf!n fltli wnrdnii Itir tlnii Full eliir Ilawagiuig modifudrt, 


I* 6h 

Illit tflii«ti«rlHi Dwformatioth 

{kd itinartt Kdrpisr wnrdini dia inntircm Dnick- 

krifti iHirfeirgarittVfi diirab dtii D-ifoTOrntbii, dia untar dam Kin- 

H Uk Ammhmm. *Um wir hdm, find nkU auirilohniid zur 

teklirang all#r i«r Witm tUa Ba- 

i^mnm {WU CIO) « mum mm %mmv daa Inmtm 

BmilkrAfl^tt Erilt:« wnikmis? die mm ak inner a 

Br#h«ingi»f»iii.«*ii« k*«in dtn Btrkbt fon W. Voigt, 

Hillliiitr' mm}. tUm gmm Flin# dfi Torliigtndin^ Werkri 

wir nkti anf tokhi kllk auK, 



156 


Achter Abschnitt. 


§. 61 . 


fluss der ausseren Krafte eingetreten ist. Wir unterscheiclen den 
natlirlichen Zustand des Korpers, der ohne die Einwirkung 
ausserer Krafte besteht, in dem auch keine inneren Krafte vor- 
handen sind, von dem deformirten Zustande. 

Ein beliebiger Punkt m des Korpers babe in dem natiir- 
licben Znstande die Coordinaten 


{m) 

und ein Punkt ft seiner Umgebung babe die Coordinaten 

+ 1? y ^ W 

worin g als unendlich Ideine Grossen erster Ordnung zu 

betrachten sind. 

Wenn nun bei der Deformation der Punkt m eine Verschie- 
bung erleidet, deren Componenten mit w bezeichnet werden, 
durcli die «/, 0 in x\ y\ z* iibergehen, so ist 


(1) d — X y' = y ^ 

und u, Vj w sind Functionen von a?, y^ z. 

Der Punkt ft hat also eine Verschiebung erfahren, deren 
Componenten 


+ ■^^+^^+07^’ 


V + 


dv 

dx 


^ ^ dy ^ ^ d0 


dx ^ 00 ^ 


sind, und wenn wir also die relativen Coordinaten von ft in Be- 
zug auf m nach eingetretener Deformation mit g' bezeichnen, 
so ist 


( 2 ) 


r 

7 }' 

5' 


^+ 77 ^ + 


0 tt- , 0it , 

87’+ 3J«' 


dv 


dv 


’*+ 07 ^+ 0 ^’^+ 07 ^' 
^ ^ dx ^ ^ dy ^ ^ d 0 


Die hierdurch dargestellte infinitesimale Deformation wird 
nun nach Bd. I, §. 84 in zwei andere zerlegt, von denen die 
eine eine Dr e hung, die andere eine Dehnung ist. Die 


Dehoung 

, dir }ii?*r 

allnili 

III 

Hnimnht 

kmimit, wiril imch Bd. I. 

84 (:i) 

inn! |n| ti 

urr!i 1 

lin 

FnriJinlH ( 

largcNtollt: 
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nm 
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1 dm t'nigebmig doK 

PunktdH m wia 
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«tarri 

Kdrpnr 
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iiIho (limi Ih 

uc.kkriifto 

Ftitiriiiitir 

11 V«ili tinii 

1 
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n inrltH V 
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C' 0 






# .f ' 




(Ilf 



w 



f' r 




fi n , 

r) 0 



ih ' 

a * 


St Si 


!■ 

t‘ ^ ' 

ds ’ 





ff‘ ir 




t i) , 
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M, - 
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I 

(Kt. ' 



tHu «, v, »• liii<rin Iraliobige stetige 

Fanctiotn'ii vnn x, »/, dj«t «!»( t’ottijKimnittni oinciH Voctorg ll 
b(»trachtf't wi'kIru kiinix'ix In ilw Kolgt! wi'rdiui wir siti iiIh un- 
endllich kb’inn , d, li, wir utdiiutin Hie inii 

einero eoim!ftnt«»« Fartor niultipliwrt an, hiilieni Potonzen 

pgPH di« vi*n«n-hUi*i«gt wnnlntt clilrft*n. Dainit vnrzit'hten 
wir auf «?jrii‘ ntlgnmt’tni’ llnhandhuig, titui erlmlton Uemiltatt*, die 
mit den 'rhata«»d»«M niir angeniihert iii>er(‘inKtimnioJi kdririeii. 

Di«w V«»rnti<m*t.ituiiK fliltrt zn der (Iriuirlannalime ibiv Klaati- 
citiWHenrie , ♦!»«*« di« {'.nmjutnentnti doH inneron 

Drurken A',, F». /*, A, linenre homogeno Func- 

tionen d«r seeha Vnriabeln x,.. St, y*, se^ aind. 

In d*in AiiMdriirkei) dinwr m«dw Ccjmponenten durcdi die. 
iwchi Vamblntt ar,, . , . wtlrderi alto .-Id Ikmutontan eingoluni, die 
TOO der Katnr der HutmtAnz ahhEngig »ind. Dio Zabl dii'Bor 
OonstaniUm viTwiiinlert «kh abnr sobr bidmchtlioh duroli eitiiga 
weitere Aunahmnn. 
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Die Variablen %jy^ Zz^ yz^ Xy siud immer dann und auch 
nur dann gleich. Null, wenn w von der Form sind: 

It z=i a — 'y'y I 

( 5 ) V = h — 

^0 — c — g[x py^ 

worin ci, h, c, j>, r Constanten sind, d. h. wenn w solche 

VerscMebungen sind, wie sie ein starrer Kbrper ausfiihren kann. 


§. 62. 

Die Energie. 

Wir haben oben gesehen, dass wir die i 3 ?-Componente des 
inneren Druckes gegen ein Element mit der Normalen v durch 
einen Vector 3£ darstellen konnen. Grrenzen wir ein Volumen r 
des elastisch deformirten Korpers ab, so ist die ir-Componente 
der Kraft, die aus den gegen die Oberflacbe dieses Volumens 
wirkenden Druckkraften resultirt, nacb dem Gauss’schen Satze 
(Bd. I, §. 89) 

I 6? 0 = j* div c? r, 

wenn n die nacb aussen gerichtete Normale ist, und es ist also 

(1) divS^cir 

die auf das Element dt wirkende moleculare Druckkraft in der 
a;-Ricbtung. Diese Druckkraft ist hervorgerufen durch den Ver- 
scbiebungSYector U, der seinerseits eine Folge der ausseren be- 
schleunigenden Krafte und Druckkrafte ist, und diese ausseren 
Krafte haben bei der Verschiebung U gegen die inneren Krafte 
eine gewisse Arbeit geleistet, die wir bestimmen miissen. 

Wir denken uns einen neuen Verschiebungsvector U' mit den 
Componenten u', -y', w', Dieser wird an dem Element dt nur 
mit Aufwand einer gewissen Arbeitsgrosse d T' gegen die mole- 
cularen Krafte vollzogen werden konnen, und diese Arbeit ist, 
wenn wir mit X, 3 die Vectoren der drei Druckcomponenten 
bezeichnen, nach (1) 

(2) dT = — (t^'div'X --j- i;'div2) w'divg) dt. 
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Kiui ift altrr 


It' iliv .V 

citv 11' X 

( X. 

^ (t' X 

. y (' n' 

0 Ij 

^ 1 ^) 

I'div}} 

sliv r’ 

{ i\ ' 

(' X 

1 

f- F. 



ft/ 

^ " dgj 

w' div 3 - 

tliv ir 

( / , li:' 

' /’ j: 

{ ■ 

fit/ 

1 y d w\ 
dj)' 


and hif’rati-. mil lU-mil/uiijj lir-r rii-/.ficliiuiiiK §. fil (4) und mit 
Rttckmcht Juif till* U.dntii.jmii X., ■ ]\ ... |{{. '(lo (15)^ 

(3) is'tliv.V > • jiMiv.d divfn'.^' -[ ■ j/'}j to' 3 ) 

- A’.x, X:X,-~ Y^y'^ — e't. 

Filhrt'ti wir al'in tlu' lS«‘Zi*i«’litnuifj; I'iii: 

(4) * A, d*, i Xf/Xfi "I'- A, aij, 

t ^ U {(y 1 

dann wird Ha«’li (2i 

(5) d r ™ .ii V 1 . 1 ' .V 5 I*' ‘/j f tt,' 3) dt-\-F (ll, U') d T, 

and wntui mr djpwn Aiiwlrwk tUmr don Ilitmii t intogrireu, so 
erballtni wir ««it aluTwialigor Anwcaidmig des Gauss’schen 
lutegralsatari*, w«*iui dn dio OborURtdittiioloinento von t, und n 
die nach gorioiitolt* NorniiUo an do bodoutet, fur die 

gwamml# Arlnat di't ViTsidiifibatig U' gogcti die cdnstischen Krafte: 

(6) r-- j >n\ r [F(U,U0c?r, 

odw narh |, <*0 cf»}i 

(7) r r [(Am' r }%■' I 2 w')do f 

IHearr Auwlrurk alidlt d«ii Xuwaclia an potentiellor 
Energie dar, d«r in fbnt obisUwhim Ktirper dutch die Ver- 
•ebiehttttg IV lniwirkt wtr«l, 

Darin i«l *la« OlM’rHiirhwnintngrali die gcgeti die Husseren 
Dniekkraft# gidowifl** Arl»il, und dm Ilaum integral in (7) ist 
din iiB ItituBr^n wn t wtlballvne Energieraengo. Wir konnen 
al» din Fttiifitino F(U, U') di'timrpn al« die auf die Volumon- 
einheit bt»i5t>g«tii*. an d«r St«He *, g, e vorhandene und 
dttfch die nanh inttandor autgefUlirten Vorschiebungen 
U,U' aaffebEuflw elaitiselie Knergi®. 
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Die Function F(U, UO ist nach der Voranssetzung, die wir 
liber die ... gemacht haben, eine bilineare Function der 
beiden Reihen von je sechs Variabeln: 

?7«/i JJz'i 

Vyi Vzi ^yi 

und eine solche Function hat im Allgemeinen 36 constante Coeffi- 
cienten. Wir machen aber jetzt die fernere Annahme 

(9) X(U, U') = U), 

d. h. wir nehmen an, dass die durcli die beiden Vectoren U und 
IV erzeugte Energie von der Reihenfolge unabhangig sei, 
in der diese Verschiebungen ausgefiihrt werden. Wollten wir 
diese Annahme nicht machen, so wiirde, wenn man die Verschie- 
bungen U, U', — U, — U' nach einander ausfiihrt, der elastische 
Korper zwar wieder in seine urspriingliche Lage zuriickgeketirt 
sein, und es ware also, wenn wir die ausseren Krafte als un- 
veranderliche Functionen des Ortes ansehen, gegen diese Krafte 
keine Arbeit geleistet, und doch ware Energie gewonnen oder ver- 
loreni). Dies nehmen wir nicht an. 

’ Um die Folgerungen aus der Relation (9) deutlich zu liber- 
sehen, wollen wir fiir den Augenblick die Variabeln (8) mit Xi^ 
xi bezeichnen, und i und fc von 1 bis 6 gehen lassen. Es ist 
dann 

7c 

(10) F (U, U') = ^ Xi xi, 

worin die constante Coefficienten sind, zwischen denen nach 
(9) die Beziehung 

<^i,7c = <^7c,z 

besteht. Fiihren wir also eine homogene Function zweiten 
Grades ein: 

i, 7c 

(11) F (U, U) = F(XjX 2 ... x^) = 2 Xi X tc, 

SO ergiebt sich 

( 12 ) F(a,U') = ^' 2 ,F'ix,)x',, 

und folglich, in der friiheren Bezeichnung: 

Ein derartiges Verbalten konnte moglicherweise zu beriickaichtigen 
aein bei den Erscheinungen der sogenannten elastischen Nachwirkung. 
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= Yy = lP{yy). Z. = \r{,,\ 

und hierin kommen nur die 21 Goefficienten der Function (10) vor. 

Urn die Bedeutung der Function F zu erkennen, setzen wir 
die Yerscbiebung U aus den Differentialen dll zusammen, und 
nehmen U' = dU; es ist dann nacli (12) 

(14) J^(U, ^ill) = IdFQl^n 

und daraus ergiebt sich durch Integration in Bezug auf dU 

(15) dT=\F yy, y^, ^i/) d%r=z\Fdx 

fiir die im Volumenelement dt enthaltene Energiemenge, die 
durch die Verschiebung U aus dem natiirlichen Zustande erzeugt 
ist Diese Function betrachten wir als das Maass fiir die 
elastische Spannung, die an der Stelle ^ stattfindet 
Die Function F muss eine wesentlich positive Function 
sein, sie kann also fiir kein reelles Werthsystem der Variablen 
einen negativen Werth erhalten, und fiir kein von Null ver- 
schiedenes Werthsystem der Variabeln verschwindeni). 

Denn wenn die ausseren Krafte alle Null sind, so ist der 
natiirliche Zustand des Korpers, bei dem alle Variablen Xx^Xy.,,, 
und also auch JF, verschwinden , der Gleicbgewichtszustand. 
Konnte F negative Wertbe annehmen, so miisste ein Verachie- 
bungssystem existiren, bei dem die potentielle Energie noch ver- 
kleinert wiirde, und der natiirliche Zustand ware also kein 
stabiler Gleichgewichtszustand (Bd. I, §. 121). 

Dass aber die Function F fiir kein von Null verschiedenes 
Werthsystem der Variablen verschwinden soli, besagt, dass keine 
Verschiebung aus dem natiirlichen Zustande, bei dem 
die relative Lage der Theilchen geandert wird,’ ohne 
Arbeitsleistung moglich sein soll^). 

') Eine homogene quadratiscbe Function von n Variablen lasst sick 
auf nnendlicb. viele verscbiedene Arten als eine Summe von^ hoctstens n 
positiven oder negativen Quadraten von einander unabbangiger linearer 
Functionen der Variablen darstellen. Die Anzabl der positiven und der- 
negativen unter diesen Quadraten ist bei einer und derselben Function bei 
alien diesen Darstellungen dieselbe. Die Function heisst wesentlich positiv, 
wenn die Anzahl der positiven Quadrate = n ist. Weber, Lehrbuch der 
Algebra, 2. Aufl., Braunschweig 1898, S. 212. 

®) Bei reibungslosen idealen Fliissigkeiten ist die Saohe anders, Bei 
diesen ist, wie man annimmt, jede Verschiebung, die keine Volumanderung 
zur Foige hat, ohne Energieverbrauch ausfhhrbar. 

Biemann-Weber, BartieUe UlfEerentialgleiobimgen, H. ,11 
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§. 63. 


Bedingungen des Gleichgewichts und der Bewegurig. 

Die 21 Constanten der Function F muss man sich durch 
Beobachtungen fiir jede Substanz besonders bestimmt denken, 
und dann stellen sick die Bedingungen des Gleichgewichts und 
der Bewegung als partielle Differentialgleichungen fur die drei 
Functionen m, u, to dar. Diese hangen von den Coordinaten x, 
y, B und von der Zeit t ab, und die Beschleunigungen sind 

, . d^u 8 ^ V d^w 

"eF’ W’ Jp' 

Zunachst ergeben sich nach §.60 die drei allgemeinen Diffe- 
r entialgleichungen ; 

Q — 0-p-^ + <iiv3c =• 0, 

^ ~ If ) + ■’"2 = 

woraus man die Bedingungen fur das Gleichgewicht erhhlt, wenn 
man u, v, to von der Zeit unabhangig, also die Beschleunigungen 
gleich Null annimmt. 

Unter Umstanden konnen noch andere Bedingungen hinzu- 
treten, durch die diese Gleichungen modificirt warden. So hat 
Fresnel zur Erklarung der optischen Erscheinungen in Kry- 
stallen die Annahme gemacht, dass die Schwingungen des Licht- 
athers ohne Volumanderung vor sich gehen, dass also der Aether 
incompressibel sei. Dann muss divU = 0 sein, und es besteht 
also fiir diese Verschiebungen t(, v, to, wenn wir zur Abkiirzung 


I) + div?) 


0 , 


dx^ dy^ 


dB 


setzen, die Bedingung @ = 0. Dann treten zu den Gleichungen 
(2) noch die Glieder hinzu; 


d& 


00 


0*’ dy' 0a’ 

worm I ein unbestimmter Coefficient ist, zu dessen Bestimmung 


Eindeutigkeit der Losung. 
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die Bedingung @ = 0 dient. Dies ■wollen w aher Mer nicht 
weiter berucksichtigen. 

Zu den Gleichungen (2) treten nock die Grenzbedingungen 
fiir den Oberflachendruck: 

(3) = X, Y„ = T, = I, 

und fiir den Fall' der Bewegung die Bedingungen fur den An- 
fangszustand, die darin besteben, dass fiir einen Augenblick i = 0 

du d V dw 

(^) w W It 

als Functionen des Ortes gegeben sind. 


Eindeutigkeit der Losung. 

Wenn wir fiir den Vector U' die in dem Zeitelement wirklich 
eintretende Verschiebnng setzen, also 


dt, v' 


dt, w' 


setzen, so wd wegen §. 62 (14) 

(2) F(U,U')= j— 

und durcb Integration iiber den Raum t 

r _ .... , dT ,, 




^orin T wie im §. 62 (15) die durcb die Verscbiebung U be^ 
vorgerine potentielle Energie der ela^chen Sp^ 

Multipliciren wir die Gleicbungen §. 6 ( ) ™ ergiebt 

w' dr, addiren sie und integriren uber den Raum r, so gi 

aich, wenn wir „ /o sa /a»n\2n 




Masse des Elementes dv ^on t unabbangig • 
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|p(Xm' + Yv' 4- Yto')dt = 
dt — |( m ' div 3c -|- v' div^ 4 w' div 3 ) ^ 


Nach §. 62 (2) ist aber 


T' = — I {u' div 3c 4 S) 4" w)' div 3) dr ^ 

die A-rbeit der Verscbiebung U', die nach §. 62 (7) auch gleicb 


\Xu' 4 Yv' 4 Zw') d 0 4 [ jP(U, U') dt, 

J 4/ 


und nach (3) 


— (Xu' + Yv' + Ziv') do +~dx 


ist. Es ergiebt sich also aus (5) 

(6) dt = 

4 Yv' 4 Zw')dt 4 I (Xu' 4 Yv' 4 Zw') do. 

Es ist endlich 

(7) q(Xu' Y v' Zw'^dt Yv' Zio'^ do Zdt 

die in dem Zeitelement d t bei der wirklich eintretenden Be- 
wegung von den ausseren Volumen- und FlMienkraften geleistete 
Arbeit und demnach ergiebt sich aus (6) 

( 8 ) A = iS!^, 


d. h. die Arbeit der ausseren Krafte ist gleich der Ver- 
mehrung der gesammten potentiellen und kinetischen 
Energie. 

1« Hieraus aber ergiebt sich sofort der Satz, dass 
die Differentialgleichungen fiir die elastischen 
Bewegungen mit ihren Grrenz- und Anfangsbedin- 
gungen, wenn die ausseren Krafte gegeben sind, 
nur eine einzige Losung zulassen. 

Denn sind ^^2 zwei Losungen desselben 

elastischen Problems, so sind 



Kitiili-utiKkt'it dm' Lunmijf. 


10 .') 


fU. 


a ■ «, — 1(3, r i'j It,, i(! ™ 1(1, — to, 

eichfiillK Iitisuiigfii Mui'H ('liistiscliitn Pnilih'ins, Itei dem aber 

.a Kriifti* .V, J', /, X, K, / alle Kltdoh Null sind, unci 

el dum aucli die Aiil'angnwcrtliit ji. 6H (4| alio vorsc.hwiiulon. Fiir 
iesits I’nibb'jn i«t aKn tiaclt (7) ili« Arbuit A ~ 0 unci folglich 
it (litJ Kni-rgii' 7» * '/' vein detr Znit unabhiingig, uiul da sio am 
.nfang gb'icb Null it»t. mo IhI sih Uht^rbaupl gbiioh Null. Dies iat 
ur mdglicdi, wonn V« mid T •‘irizoln vcrwdiwlucltin. Das Veir- 
diwiudon von 7« ist abor mir nuiglich, wann die (icsobwindig- 
ipiten 

t'u e'i, vv/rft, 

{leicb Null, also «, i\ «• von dor Zoit unahhaiigig sind. Das 
v’ctimthwiiidon von 7‘ orlbnlort, dass din hocIih (ircissan 

y», Ssy Zy 

gleich Null niml, mid ilabor «, », m» die Form §. (Jl (5) liabeii. 
Die Vor#fhi»bmig«*n «i, 1 ?,, w, untorsclioidon aich also von 
den K,, Og, rf'g nur um die die VorHchiobung oinos starrem 

KSrpew ttuadrilokcm, uiuI utn die Funcfcioiioti «, «, to vollstandig 
zu beBtiinnien, mbasnn jiImo noch Clloiohmigon zur Bostiramung von 
Con»tanlf‘n hinzukcmimon , dio Husroiobniid sind, um dio Lage 
eiiioM starron Kdrponi jui boHlimmon, 

FUr don Full do« Oloiohgnwinlifees fiilirt nine abnlicho 
Betrarlitnng zuin Zjel«‘. In dioKotn Fall sind die «, v, to als 
Functionen voii x, y, ^ unabbEiigig von t zu bestimmon aus dan 
Oleichangen ; 

(f X I div -* U, 

(«) p F 4- div?) — 0, 

p X f div 3 =• d. 
mit den (IwnzbttdingmiKon 

(itj) Xn ^ X, K« r, * .z. 

Ilalwn «lio»« (iloichnngen zwei versohiedene Ldsungen «„ «i, 
Wt and Mjt, t!|. «t,, wi genligen die Differenzen 
( 11 ) M "-T M, — fj » t)| — to ss u>i — M), 
den Gkichungen 

div J£ sw 0, div SM 0, div 3 * ® 

mit dsn Gremsbedlngangeii, diu» an dsr Oberft&ohe X^, F«, 
glsich Null 8@in sollsn. Daraos aber srgiebt sich noch §. 62 (2), 
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dass dT' fur jeden beliebigen Verschiebungsvector U' gleich 
Null ist, also nach §. 62 (7) 

(12) j («' X + t)'T+ w'Z)do - I -F(U, U'). dr = 0. 

Setzt man hierin — u, = w und beachtet, dass 

Y, Z verschwinden, so folgt 

(13) Y(U, U) = 0, 

also Xo, = 0 , yyz=L 0, Zz =: 0 , 2 /^ = 0 , 0:, = 0, Xy — 0, woraus 
wieder zu scbliessen ist, dass u, v, %o die Ausdriicke fiir die Ver- 
schiebung der Punkto eines starren Korpers sind. 

Derselbe Schluss kann aber auch gemacht werden, wenn an 
der Oberflache nicbt die Druckkrafte, sondern die Verschie- 
bungen w gegeben sind. Auch dadurch ist die Losung 

des Problems eindeutig bestimmt. 

Denn wenn unter dieser Voraussetzung zwei Losungen 
'^11 ^15 ^21 *^21 ^^2 vorhanden waren, so waren die Differenzen (11) 
an der Oberflache gleich Null, und in (12) wiirde fiir u' = tt, 
v' = = w das Flachenintegral gleich Null. Es wiirde also 

wieder die Gleichung (13) erfiillt sein miissen. Und derselbe 
Schluss kann auch unter der allgemeineren Voraussetzung ge- 
macht werden, dass an der Oberflache iiberall 

uX+vY+wZ 

verschwindet. 

2. Es folgt hieraus, dass die Losung des statischen 
Problems eindeutig bestimmt ist, wenn an der 
Oberflache von den drei Grossenpaaren 

X, r, -y, X, IV 

je eine Grosse gegeben ist. 


§. 65. 

Isotrope Kdrper. 

Die Ausdriicke fiir die molecular en Drucke durch die Ver- 
schiebungen vereinfachen sich wesentlich, wenn wir noch gewisse 
Voraussetzungen iiber die Symmetric des Korpers hinzunehmen. 
Es geniigt dazu, nach §. 62 (13) die quadratische Function F 
als Function der Variablen 


liotrojie Kc>rinn'. 


I(i7 



# 

0 11 

0 

!h 
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(3) 2F=%{xl «■!) H- + Z.X:, 4- X^IJy) 

+ 4- «'! + a^l). 

und fiir die inneren Druckcomponeiiten orf^iebt eicli iiach §. 62 (1 3) ; 

X* = %Xx ^yy 4“ (*■1/*) 

(4) = la;^. -(- 4” 

Xj == 4" ^Vy ~ 

Die drei Constanten x, 4, ft lasseii aich aber iiiiC zwei rcs- 
duciren durch die dritte Aniiaiinie; 

3. dass iiberbaupt alle Ilichtungoii in dem elasti- 
schen Korper gleichwerthig scion, dass also <lcr 
Korper isotrop sci. 

Dazu ist erforderlich , dass die Ausdriicko (4) ihre Form 
nicht iindern, wenn man zu einem neuen rechtwinkligen Co- 
ordinatensystem ubergeht. 

Es seien also x\ y', 4 die Goordiiiaten eiiios Punktes in (bmi 
neuen System, das mit dem urspriinglichen durch die Formoln 
zusammenliange ; 

x' = UiX OiV Ui IS, X ~ (ii F -j~ hi y' -}■- Cl s', 

(5) y' = 6 i a: -j- &s 2 / 4- h^ z, y = x' + y' f c, s', 
jei' = Cl £C -j- Ca t/ 4 - < 5 » 4f tts -f 6 , y' 4 - Cg s', 

und die Coeffioienten a„ oj, Oa ... sind darin den aus dor analyti- 
schen Geometrie bekannten Relationen unterworfon, die wir nicbt 
hierher zu setzen brauchen. 

Nach §. 60 ('.)) haben wir zunachst 

X*' = tti Xa 4 Xy 4 * “s 

(6) r*. = a, 7a + 0 , Ty + «, 7, 

Xe> = a, Zx 4 ' 0 * Xy 4 " “.1 X„ 

und wenn wir hieraus die Componenten nach den lUclitungon 
x', y', / bildon: 

Xb> = ctj Xgi 4 ®* 4 " 

= bi Xa< 4" 7i^ 4 ^3 

Oder da Zy — Y, etc. ist: 

(7) X;. = a* X* 4 a| 7y 4- a* Z, 

4" 2 fllj fflj Yf 4 2 Hg ttl Zx 4" ^ Xy, 

(8) Tt* — ffli &J Xa 4 ®4 7y 4 *** 

4 (®a ^8 4 %) 4 («n ^1 4 <*i) Xb 4 («i 4 4) Xy, 





101) 


(jr». 
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und mit Hiilfe von (10) 

K'. = ^ — 2 ft) (a^ 6i Xx -f" ^2 Vy ^3 ^z)- 

Nach cler Voraussetzung 3. miisste aber 

— y^yx' 


sein, und daraus folgt die Kelation 

(11) % = 2 ft. 

Hiernacli ergeben sich fiir die Componenten des molecularen 
Druckes, wenn wir zur Abkiirzung 


( 12 ) 


^ du , dv . dw 

® = ‘*"" = 85+8^ + 


0 0 


setzen, aus (4) die Ausdriicke 


(13) 




Z, 

Es ist daher 


A@ + 2,|^, 


r.==^(_^ + ^), 

/0W , 0M\ 

^■ = '‘fe + 87)’ 

„ /0 M I 0 V\ 

^« = ^V0^ + ^)- 


(14) 


divX = 


8 Xa; 
0 a; 


, 0Z, 


_i_ _i_ 

“ ai «/ I 


04^ 


wenn wie friilier 
(15) /I u 


dy 

{I + ft) + ft-i/M, 

0^M , d^U , 0^M 

0 a;*^ ' 0 0 


gesetzt ist. Demnach ergeben sich die Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung eines isotropen elastischen Kdrpers nach §. 63 
(2) in der Form: 


Q (x — -^) -)- (^ + ft) |~ + ft ^ M = 0, 
(16) Q (y — -pj) (I ^ V = 0, 

Q (Z — ^1) -f (A + fr) II + fi^w = 0, 

und fiir das Gleichgewicht: 


Iso trope Korper. 
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0 X -f (A + (i) II 4- fiz/M = 0, 

(17) Q ^ + f*) ^ ^ V = Cl, 

Q Z -{- {k -\- ^C) — -(- ^lZw ~ 0. 

■Wie wir aber gesehen haben, sind durch diese Gleicbungen 
in Verbindung mit den Grenz- und Anfangsbedingungen, die 
Functionen u, v, w noch nicht Yollstandig bestimmt, und wenn 
■Ml) ^1) ■M'l Ldsung ist, so ist die allgemeine 

u = u-L -\- a — ry g, 0 , 

( 18 ) V = ■Ui -t- & — + rx, 

w = c — q.x-{-py, 

■worin a, h, c, p, q, v Constanten sind. Um diese seclis Con- 
stanten zu bestimmen, konnen wir etwa nocb die Forderung bin- 
zufiigen, dass fiir den Coordinatenanfangspunkt 

M = 0, v = C), w = 0, 

(19) dv = 0 ^ — — = 0 

d^^dy^ ' dx d0 ’ dy dx 

sein soil, d. h. dass der Coordinatenanfangspunkt fest, 
und die Deformation seiner Umgebung eine reine 
Dehnung sein soil. 
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66 . 

Lineare Deformation. 

Wenn wir von der Einwirkung ausaerer Volumkrafte ab- 
sehen, also X, Y, Z = 0 setzen, so sincl die Gleicliungen §,65 
(17) befriedigt, wenn fiir lineare Functionen von s 

gesetzt werden. Dies giebt eine lineare Deformation dea 
ganzen Systems, und diese ist, wenn wir die Annahmo §. 65 (ID) 
fur einen Punkt machen, fiir den ganzen Kcirper eine reine 
Dehnung. Wir setzen also (Bd. I, §. 83): 

M = (XX -|- y'y -)~ 

(1) V — yx 4- h 4 - 

worin die a, /3, y, /3', y' Oonstanten sind, Dadurcb sind also 
die riauptgleichungen des Gleicbgewiohtes befriedigt, und oa ist 
noch die Frage, welchen Grenzbedingungen wir duroh diese 
Annahme geniigen konnen. Dazu bilden wir nach §. 65 (13) die 
Componenten der inneren DruckkrSite: 

X„ — X(u -j- y) -y 2(ia, Y, = 2ja«', 

(2) ITj, = ;i(a -|- /3 -|- y) 2ft/3, i/a == 2;<./3', 

Z, z=z l{a 4- /3 “I- y) 4- 2;ty, =; 2gy'. 

^ Die Deformation (1) Iflsst sich also immer durcb aussere 
k lacbenkrafte gegen die OberflEcbe hervorrufen, deren Oom- 
ponenten nach §. 60 (11) durch die Gleichungen bestimmt sind: 


I. 


X : ‘ 2^1 jr 4 cns(?K/*) ! }•' ('Os (il j/) -f /!}' COH (n^jj, 

(3) Y " l i 2 « .r} I /i (U)H (n;//) (» r/ cos (n^)|, 

Z ki^ivuHiH;;} * 2 /< i/f c(»s(?^./')4-w'cos (//?/) I y cos (w-^)l, 

worin ?i div luicii auHHcn iicnclitctc Nonnalc and 

( 4 ) <“> n ^ (i 1 r 

die VcrgriisHcnnij? der Volumfiieinlieil. iitl(n* die riLuinlicho 

DilatutiiMi i»<t. 

1st J* dii* Kruft. die aid' ein OherlliiclieiKdement. wirkt, be- 
zojKf'i I'dii^dieneiidieit, so ist 

( 5 ) 'X P eoH (/'./ ), Y /' cos (/‘(/I, X -- /’ eoH (p 3 \. 


l!«isj*iel I. Allseitig wirkeiide Zugkraft. 

VYir lietnudilen eiiiign specieUc} Falle, Ks sei die aussero 
Kraft P cuiistutil und liabe die lUehtunK dor (iluHseroii) Ncir- 
niulo II- IhiiiH i#t 

X • ' P nm («x), Y - P eos lny\, X ■ /' eos (ns), 
und die (Uincbmigeji §. tUl (.'i| wordiuj litdViedigt, woim 

«' ~ .... y' 0 , 

, , , . , 4 2 jU) 

(!) /* ™ (:SA i 2 |t)« — 


gi'setzt wird. Wnjni alsit gageu die Oberfillclie tiines iaotrojien 
elastifwhen Kdri»ers ®iru* iilteraU gleichc ijUgkmft ausgolibt wird, 
so tritt eino aUstatig gleu-hniiissigo Delmung oiti mtd diaVolumen- 

f. * -j- t t-. I t.*_ t^.L 1 I ^ 


dio FlHeheiikratl, die erforderlieh wM.ro, am das Volumea aiif 
da# Iktfijtolte *ii vnrgriisw'rii (wonn boi nolohon KrttfUm die iuor 
angenoimneiien (Jesetae nocli giiltig w&ftts). 

Weitti atott der Zugkrafl »iue Druckkraft wirkt, d. h. wean 
? die lUchtuni der inneren Normalea hat, «o tritt an Stelle 
der IHktation «ine Comproasion, die denaelben Gewlzen fclgt. 
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§. 68 . 

Beispiel II. Constante Zugkraft gegen die Endflaclion 
eines Cylinders. 


Wir betrachten zweitens einen geraden Cylinder von bo- 
liebiger Grundflache , gegen dessen beide Endfliiclien constante 
und einander entgegengesetzt gleiche Zugkrilfto P wirken, wiihrcnd 
die Mantelllacbe nicbt von Kraften angegriffen ist. 

Legen wir die g-kxQ in die lUchtung der Gylinder- 
Erzeugenden, so ist an der einen Endflache, wo s den grdsscren 
Werth hat 

X=0, T=0, Z=jP, co8{nx) — 0, cos{ny) — 0, co8(w^r) = l 
nnd an der anderen Endflache 


X = 0, r = 0, Z = — P, cos (nx) — 0, cos (ny) = 0, 
cos (m) = — 1. 

Beide Systeme von Gleichungen sind mit einander vertrilg- 
lich und geben nach §. 66 (3): 

(1) P = A0 4- 2yy, a! = 0, /?' =rr 0. 

Fiir die Mantelflache ist X— 0, 1^=0, i^=0, cos(«^^)= 0; 
also ergeben sich mit Benutzung von (1) noch die Gloichutigen : 


( 3 ) 


a = /3 


(2) A® + 2g.« = 0 , A@4~2^t/J = 0, /==:(), 

also 

A© „ „ . 2|U« 

-2^’ 8 = 2« + r = - , 

P = — 2(1 (a — f), 

und daraus: 

' fi (3 A 4" 2 ft) ’ 

(4) — £ 




2ft (3 A 4- 2ft)’ 

P - £* __ A 

y A 4^3 ft ’ y 2 (A 4 ft) 


Man sieht hieraus, dass mit der Lflngendilatation y, die 
durch die Zugkraft P hervorgebraoht ist, immer eino Quer- 
contraction — « verbunden ist, die durch die letzte B’crmel (4) 
bestimmt wird. Setzt man 
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/<(•’! A ■ ‘i ,« ) a A 

^ • f< ’ ‘ V ‘A(A l-ftj’ 

HD ist /'/ «Ud Zngknift, tlii> crlurdDrlich wiii’D, um y~ - 1 zu inachun, 
also tliis I.iliigi* (IfH gauzcMi (‘yliiulorH zu voi’cloppcsln. Dii'so 
GroHBt* haiKHt tii*r Klunti lutilts- M ( xIuIuk; tf ist <uii« zwoitc 
Constaiiti', nilmlich ilus V o r lulltniKs der QuorfiontraDtion 
zur L iiu gt'udi lata ti Dll. Da idmi Zugkraft das Volumeii 
nieiiialH vcrkltsiuDrl, wi ist. -'2 a y uiid i'Dlgliidi a ■ ^ '/,j. J<], 0 
sind Cnjistaiitmi dar Sidistanz, dia an Stella, von A uiid ft oin- 
gafiihrt wardati kiimiaii, 

Man arhiUt: 

... . «y/v _ /<; 

W (1 ! tJ) (t 20) ’ ^ 2(1 1 if) 

Fiir die (’onijimiaiitan daH molaciilaran Druckea orliiilt man 
naah §. 66 (2) 

X, ■“ (t, IV “• {), = I\ 

JV 0. 


§. (I‘J. 

Iloisitial III. Cimatanta Zugkral't gagan tlio Mantal- 
flaa.ha ainas (lylindarH, 

Wir naliraan jatzt an. duKu gngan dia MantolillLcho des 
Cyliiidara in iinmialar lUrliturig aina a.tJtiHtantn Zugkraft I* wirkt, 
wahruiul din Kndflilahan froi sind. Lagan wir winder die 0~kxQ 
in die lUalitung tier Cylinder- Krzaugenden , so bat man wegen 
der KndfUichan tlia Hadiitgungan 

fl) ^^.0, A§.f2fty^0 

') tH« {dniantiinnan <lar hiar aoffcretend«a Orduen lind 

(el •- Imi *1. [x\r-. [a *1, (X] « (>1 [mr‘ r«J 

IM« Co««tftata a i«l sine reine Zahl, derea Wsaith Poimon an* der 
Mnlflonlarihaorie gleirb V. aligalaitet hat, wm die Eelation A ^ ergeben 
wftrde. SjAter# B#nl»ohtoogett hftben aber dlwe Annehme von Pol** on 
nioht bwtitigt, nnd m mammn naoh nnsew jetsigen Keantoies X und ft 
Oder K und # ai« *wei von einsnder ttssbhisgife laMUoltateoonBtanfcen 
angenominen wnrilm. 


Neunter Abschnitt. 


§. 70. 
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und wegen der Mantelflache: 


( 2 ) = I® 2^cc =z X® + 

also 

„ X 2^ ^ 

^ — 2fi(3A+2/x)^’ 

-X T) 

^ " f*(3A+ 2fi) ’ 

^ 2P 

®-(3A + 2;.)’ 

und fiir die Compoiienteii des molecularen Druckes aus §. 66 (2) 


( 4 ) 


Z, = Yy=P, Z, = 0 
Y, =Z, = Xy = 0. 


§. 70 . 

Torsion. 

Die ersten Losungen allgemeinerer statischer Probleme der 
Elasticitatstheorie hat St. Venant gegeben, der die Biegung 
und Torsion eines elastischen Stabes unter gewissen ver- 
einfachenden Voraussetzungen in einer grossen Zahl von Fallen 
bestimmt hat. Wir bescbranken uns hier auf die Betrachtung 
der Torsion, fiir die die Formeln die einfachste Gestalt annehmen. 
In Bezug auf die etwas weitlaufigere Theorie der Biegung ver- 
weisen wir auf die Lehrbiicher der Elasticitatstheorie i). 

Wir betrachten einen cylindrischen Stab, und sehen von dem 
Einfluss ausserer Volumkrafte ab. Die Gestalt des Querschnittes 
dieses Stabes bleibt einstweilen unbestimmt, Wir nelimen die 
Deformation II folgendermaassen an. Jeder urspriinglich ebene 
Querschnitt erleidet eine Drehung um eine den Erzeugenden 
der Oylinderflache parallele Axe. Diese Axe ist fiir alle Quer- 


Saint Venant, De la Torsion des Prismes, avec des considdrations 
sur leur flexion. M4moires des Savants etrangers. 1855. Lionville Journal, 
II. serie, tome I, 1855/56. 

Clebsch, Theorie der Elasticitat fester KOrper. Leipzig 1862, S. 70 f. 

Love, A treatise on the mathematical theory of elasticity. Cam- 
bridge 1892. Vol. I, S. 146 f. 

Thomson und Tait, Theoretische Physik. Deutsch von Helmholtz 
und Wertheim. Bd. Il, S. 222 f. 


1 


I 




L 


Ik). 'r o r h i u ii. |[77 

Hchiiittr uiitl soli die Si:ib;ix(‘ h(!isHtm, I)(*r Drohuiigs- 

wink**] ist |»rn|ua1i(iiial iiiit iler Kiitferuung voii (‘iiiein festeii, 
etwa i\mi niitllrren (^hierstdinitt, so dass dar luiUha'o (.^Juersdmitt 
nicht gedridit (‘rsrladni. 

AuBHerdt’in win! acudi Vc'r.sdiiebung lairalltd yaw Stal)- 
ax(* angt*iHHiunaiu wcnlundi die urspriinglieh ebeui‘u (.bua’scliniUe 
gt'kriimnit Wi*rdc‘n, Uit*s«* Fonailndermig null fiir idle (,biors(diiiitte 
dic*scdbe sidn. Ks ist ubdit nritbig (z, lb bei llohleyliudor), 

(lass die* Stubaxt* di'r Mult‘ru* di*H StalH‘H sfdbst, augidnni. 
es aber dn* Fall id, so ini die Ax(‘ eim* !''as<‘r d(*w Sialx's, die 
ktdae Verscdntdaitig srnkreebt zu ihrer Hielitauig (‘rrulin^ii luii. 

Wir h%vn ilie .:~Axe in die Stalmxe, ihren Nullpunkt in den 
uugadrehten Querselinitt, 

Die gemuieliteii X’onuiHscdzungen driUdeon sich daim durdi 
die Fnrmcdn iius! 


(1) a 

worin u> eioe (aiiiHtaiite und der unendlich kleino DralmngB- 
winked fur «len C^urr^ebnitt j ht 

Die dritte Ckuuponetitis i(\ iut cune Function von z\ y allcin. 
Wir Hci/.cn 

( 2 ) w -- m (f) (j\ y) 

xml fniMcn, widclie irineren FUicdmnkriifte Im Stiinde Bind, cine 
Bolclte Deformnliun m bewirkein 

Eieie in der fiatitrlicdien laige tier ^-Axa parallele Faser 
X y hni nach eingotreterier Dafonnation die (Hai- 

duingen: 

X ^ !/ ™ I/O + ^^*^0 

um! mi i%\m> geriidUtiig, iibar nicht imrallal geldiaban. Durch 
idna Dnihurig dai Siabci nln (hmtm naedt der Dcvformation kann 
roan (Ulmr jede Liingifiier de» Btabei mv Stabaxe maohen, 
ktm dm Anrtfthmen (I), (2) iirgiebt »ich 


m 


du , 

Wx'wa 


dw 

ds 


0 , 


unci flir dic^ Componanten dti moleeularsn Drucken find(d sicb 
naeh §, 85 (13) 
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Neunter Absohnitt. 


§. 70 . 


(4) 


= 0, Yy = 0, Z, = 0, Xy = 0, 

X. = = fKD (- 2/ + If), 

r, = = jiffl ( X + ||) , 


und die Differentialgleichtingen §. 65 (17) reduciren sicli auf die 
eine: 


(5) 


da:^ ^ 


Wir nehmen ferner an, dass gegen die Mantel- 
flache des States keine ausseren Driickkrafte wirken. 

Da an der MantelflMie cos (n 0 ) = 0 ist, so sind von den 
Bedingnngen §. 60 (11) die beiden ersten nach (4) identisch be- 
friedigt, nnd die dritte giebt 

2a: cos (n^) -)- cos (n^) = 0 

Oder nach (4) 


(6) cos {nx) cos {ny) — y cos (nx) + ^ cos (ny) 

c) X ^ y 


0 . 


Die Bedingung (6), in der n die nach aiissen gerichtete 
Normale bedeutet, bezieht sich auf die Begrenzung der in der 
;r2/**Ebene gelegenen Querschnittstlache und ist eine Grenz- 
bedingung zur Bestimmung der Function cp aus der Differential- 
gleichung (5). 

Aus (5) und (6) ist die Function q) bis auf eine additive 
Constante bestimmt Zur Bestimmung dieser Oonstanten konnen 
wir annehmen, dass 9 = 0 sein soil fiir a? — 0, y = 0. Dann 
haben die Punkte der Stabaxe iiberhaupt keine Verschiebung 
erfahren, und man kann sich diesen Zustand z. B. dadurch hervor- 
gerufen denken, dass man zwei Punkte der Stabaxe in 
den beiden Endflachen als befestigt annimmt. 

Ueber die auf den Endflachen anzubringenden Druckkrafte 
konnen wir jetzt nicht mehr willkiirlich verfugen. Da an diesen 
Endflachen cos (nx) = 0, cos (ny) = 0 und an der einen 
cos (n^) = -f- 1, an der anderen cos (n 0 ) — — 1 ist, so ergiebt 
sich fiir die erstere, die wir die obere nennen wollen 
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.\- — 

AA- 

ia n. 

// 

1 

(7) 

T 

}>■ 

- HM) ( - r- 

‘ oxj 




\ 

' IN 



und fur (lie uutfro. Kmllliiclic ei-luUt man gleiclui mid eiitgcgoii- 
genetzto Dnu’kkriiftt'. 

Die gi'Kim di<« lyidlliiflic wirkendcii Druckkrilfto sind also 
tangential. Hire \ ertlndlung iiher dies Flilchoii ist alier orst 
Iiekannt, weiin die Fiuietimi 9 hestimmt ist. 

Die* Kviifte A, 1 , die uiif dio olmre. EndlUlcho wirkon, golien 
Bill DreliuiigHiiKinient M in Hezug auf die Htabaxo, und anf dor 
uiiteren Fndfliielie erliiilt niuii eiii gloielioH, alier oiitgogongeHotztes 
Moment, so dnss «ie well am starreii Htalio aufliolien wiirdoii. 
Die (Jriisse dii-si-s DridiuiigsmomenteH ist, wenn dq oiii Flomeiit 
der gnerseliiiittsJliirlie liedcnitet, uiid die Integration tiiier dio 
guiize 1‘liicdie lies (JuerseliniUoH ansgedehiit wiril, 



und man knnn also w so licHtimmcui, dass dioses Mo- 
ment J/ einett gegclieniMi Worth hat. 

In t|en wirklieli vorkomtnemleu Filllon dor Torsion einos 
Stahes wil'd man knmri Jo in dor Lngo soin, din Vortlioilmig dos 
DruekoH iiher die Kridfliielien genau zu beHtiinmeii ; wirklicb bo- 
stimmbar wird iimner mir die llesultaute Kciiii. Weiiti wir abor 
din Dniokknifte, ln>i Festiialtung dor Utmiiltantoii , andnrs iiber 
dio Kndlliielieti vertbeilnn, so wird zwar iiii ganznri Htabo der 
Zustaud geiindert, die Annderiing wird aber, wenii die Liltigo dos 
Stabes gross ist iiii Vergleieli zii Hoiiien QuerdimonHionon, nur in 
der Niihe der Kmlen ninrklicli sein, Darum wird man din Hosul- 
tato der Haint V'eiuiut'selien Tlieorie, trotz der unliokaunton 
Vertheilung des Dnutkes auf die KmlHaclioii, dooli als nine gate 
AntdUierung an dio Fiillo der Wirkliclikoit botracliton dllrfen >). 

*) Iki dor allgouioinoit Saint Vonant’sclum Thecirie, dio ausaer dor 
Torsion aweh n«oh di« Uingiing liertioknichtigt,, werdon ulatt der oitien 
Constant!! oi ileren wsilis «Bgeftihrt. I>ie»e kasen iiioh so be«tinmicn , dasii 
die rcsultirendfl Kraft and dee reeultironde Drehungemoment der Druck- 
krarto euf einen dor Knd<jtt«r«ebttitte lieliebige Werthe erhalton. 
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Neunter Absolinitt. 


§. 71 . 


Die Dnickcomponenten Y, gehnu aussor doin Drehuiigs- 
moment M aucli noch eine resultirendo Kraft, denai CompoiKuiteii 



sind, und diese ei'giebt, wenii sie nicht verschwiiulid., v\n Krilfte- 
jmar, dessen Hebelarm die Staliliingc ist. Di(‘ Wirkung diosc‘s 
Kraftepaares muss durcli ein ausseres lliiidtu’niss, z. lb die Pk‘.- 
festigung zweier Punkte, aufgelioben werdeiu In xwUni Fiilloii, 
z. B. wenn die Quersclinittscurvc zwei oder nudir Hyiii)nctri(‘lini(‘u 
bat, verschwinden die Kriifte X\ Y* und das (floicbg(nvi(dii kann 
auch obne Befestigmig bestehen. 


§• 71 . 


Zuruckfubrung auf die Funrtioii enth(‘or i(\ 


Die definitive Ldsung dos Torsions])robl(‘iuH in (‘inein be- 
stimmtcn Falle, d. li. fur cine bcstirnnite (jcHtnlt dt's Qtnn'HcdniitteH, 
ist im Yorigen Paragrapben auf die Diflenmiialgltdtdmng: 


( 1 ) 


^ J ™ 0 

0^'!^ ^ ^ 


mit der Grenzbedingung: 


( 2 ) 


|| co&{nx) 4- || co8(n)/) 


y cQs(nx) 4' X con (ny) 


0 


zuriickgefulirt, und weist also auf die 1’hoorio dor FuuctioiKui 
eines complexen Arguraentes liin. Dio Gloichung (I) liosagt niim- 
lich, dass <p der reello Theil eincr Function 


( 3 ) (p 4 if 

des complexen Arguraentes 

0 X iy 

ist (wobei das jetzigo 0 nicht mit der drittcii Coordinate zu vnr- 
wechseln ist). Der Grenzbedingung (2), die sich auf die Bf 'gnsnzungs- 
linie des Querschnittes, also auf eine in der .'C^-Ebeno goschlossone 
Linie bezieht, kdnnen wir auch eine andore Gestalt geben, durch 
die sie vereinfacht wird. 

Wir bezeiohnen mit s die auf dor Begrenzung geraosBene 
Bogenlange, positiv in dem Sinne gereclmet, ds^ die positiven 


71. Xunu‘ki‘uhruiij< auf tlii* KinicUnnont li eorio. IHl 

(In 7M dm positivfji dn sn \vi(‘ dw. posiiivo x-Akv. zur 

positivtMi //-Axr‘, Daun ist, wumi wir y in dm Nillin tlcH iUindoH 
hIh Fiuictinntii vtni s lintrarlitfu (Ki^. l:i): 




ausHnnlniu int. 


uml t‘H i*r|j:ic*hi ninli ulnti atw ( 2 ): 




f‘ 4 ^' f 
( X dS 


1 f (u:'-' I !/'■>) 


Hntzmi wir 


cos («?/); 


KO kc'ninen wir die (Jlcichutif^ ( 0 ) in IJezug . 

aiiT itik^grin^it untl nrhalten, wonu a aine Nv 
C cniitank* Inulouk^t \ 

0 ) 1 '. 

Die Function p geniigt ausHcrdein dm*- \ 

gi’llinn DiH'crcntialghdclmng wic 9, nilmlich: \ 

(B; ^ - «. \ 

und wir hiiltcn also dicmi Glcichmig untor dor Voraufisotzung zu 
intt'grircn, daws p am Uattdft dio durch (7) gfsgobonim Wortho 
hat. Di« AiifgiilH) ist also zurilckgeflihrt auf dio Bostiuimung 
eimss logarithmiachon Potentials hel gegohone n Uand- 
werthen, die wir in §. Did f. und §. 170 fi cleK erston liandns 
htdiandelt halum. 

Haint Venant hat aber flir diemjs Problem oinon ivndoron 
Weg eingfinchlagen, der whr fruohtbar an ©infaohen und atmehau- 
Uchen Uesultaten ist. Diesser Weg besteht dariti, dass man Ubor 
die Function x «*«*<* einfache Annahme macht, und daun aus dor 
firetizlicdingung (7) dio Gestalt des GuerHclinittes ableitot, filr 
die di««fi Aunahmo eino Is'isung giebt. Wir geben dafiir iui 
Fcilgenden ©in oinfaches lieispiol. 
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Neunter Abschnitt. 


§. 72. 


§. 72 . 

B ei spiel. 

Nehmen wir zunMist % — const, so ergiebt die Grenz- 
bedingung §.71 (7) einen kreisformigen Querschnitt Die Glei- 
cbung §. 70 (2) zeigt, dass die Verschiebung in der Richtung 
der Stabaxe, liber den ganzen Querschnitt constant ist. 

Fiir die Druckcomponenten Yz erhalten wir aus §,70(4): 

Xz = — iicoy, Yz = 
und daraus die Resultante 

Y! = ii(X)rK 

Diese Kraft steht senkrecht auf dem Radius r, Sie wirkt 
in der Ebene des Querschnittes auf Zerreissung des Stakes, und 
wird die scheerende Kraft genannt. Wir wollen sie auch 
kurz als Spannung bezeiclinen. Die S}pannung wachst also in 
diesem Falle mit r und ist am grossten an der Peripherie. 

Wir wollen ferner fiir % eine Potenz yon 0 nehmen: 

(1) X — — 

worin a ein constanter Factor und m eine ganze positive Zahl 
ist Den Factor a konnen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
reell und positiv annehmen. Es ergiebt sich daraus, wenn wir 
Polarcoordinaten r, O’ einfllhren und 

( 2 ) 0 — 

setzen : 

(3) 9? = sinw^O, tf; = — cosmO, 

und es ist also die Verschiebung in der Richtung der Stabaxe: 

(4) w — sin tw O. 

Nehmen wir aw, positiv an, so ist die Deformation des 
Querschnittes hier so beschaffen, dass vom Nullpunkt 2 m Strahlen 
auslaufen, in denen die Verriickung gleich Null ist, und in den 
2 m Sectoren, die hierdurch gebildet werden, ist abwechselnd 
positiv und negativ. 

Fiir die Componenten der Spannung erhalten wir nach 
§• (4): 


7a. 


Ml H pt iHc. her i) u(»rHcih n 1 ti. 
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A\ , ' ’V 

' ‘ f •^V 2 fi// ’ 

r. .r i 

^ V ' < II ) 2 Hr 


iiid lait Uiiflisiclil niif 

i ' ‘K -- 1 i l't _ 

f .'■ r'll ( .1' ' ‘(\i‘ 

X, -- i ]\ 7 - H fi) . /.,• . I , 

r'™: — /lw(rHiul^ ’ I /apir"’ ^lr.i>s(;;/ • l)'i)* | */siii (?h — 1 ) 1) |, 

n\m: 

, X, — — n w [r Hill l^ tDH r"‘ ^ niii {/^/ 1 jill, 

^ : /t ct) I r {'US if j a m r”‘ ^ (uih (/m - - I ) t)’| , 

mid W(*iin tiuui «lunuiH flic* ({('Hultantci liildet: 

f7) ' ] Xf f r| ~ ^ | 2amr^ cos m#. 

IHt* SimnmniK kiinn in cinsadmm Pivnkton o Bcnn. In 
dii^Hini Ihuiktnn niusH ()» 0 .Boin. Kh (Indcjt dies 

statt, mitwiahn* w<mn r — 0 luul m " > 1 ist, also in dor Stab- 
axc», iuhr in Punkton^ in dmitai sin w# (), cosm# ^ — 1, also 

(81 » ”: 2 « pw-px 

m m ni 

uiul 

(<ij mar” ® *~r 1. 

I)i« Sjituimuig int b«i KloichbUnliondoiti r oin Maximum, worm 
cosm# - ■ 1 ist, hIho bei 

,,,, ,. „ 2jr 4 je (2m — 2) « 

' m nt m 

Diiw Muximum hat den VVerth 
(11) Hg ft> (r -f> a m r*" , 

imd wiiclist ako mit wachsenilom r, 

§. 7a. 

ElUptiacher (^uerHchnitt. 

Dio Ihsgreitzutig des QuorsebnittOH , fdr doti dici im vorigen 
I’arHgmphoti angtmummotia Function % dits Lbsung gielit, erhiilt 
man au» dor Oleichung % 71 (7): 

f * — • 2 ^ 6, 
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Ncunter Abachnitt. 
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also fiir imsere Annalime, §. 72 (8): 

(1) r“ 2a>-"‘ cos Hill = c. 

Fur den einfaclisteu Fall ni = 1 erliillt man 

(2) 2ax ^ c, 

also einen kreisfdrmigen Querschnitt, bei dem die Stab- 
axG aber nicUt im Mittelpimkte licigt. Die scheereiidc Kraft ist 
nach §. 72 (7) 

S~ = y (o '\l {x 

also in concentrisclien Kreisen constant uud an der I'eripherie 
am grdssten, ebenso wie in dem Fade clca constauteu %. 

Fur Hi = 2 ergiebt sich als Gronzo fiir den Querschnitt. 
aus (1) 

(3) ■ (1 + 2 a) xs - 1- (1 — 2 ft.) — e. 

Da die Curve goschlosstm soiu muss, so kanu dies nur oino 
Ellipse sein. Es muss also, da wir a jjositiv angenoinmen luibon, 
c positiv und 2 a ■< 1 sein. Dann sind die Iliilbaxeu dieser 
Ellipse 


(4) 


__ ji j/^.. 


2 a 


/3, 



( 6 ) 

a) 


utul keirmen also (lurch Verfuguiig ilbor a 
und beliebig vorgeschricbeno Werthe luiben. 
hlir die Yerschiebung to ergiebt sich auB 
§. 72 (4) 

(6) — 09 = 2«©iCJ/, 

und die Curven eines constanton iv sind 
gleicliseitige Hyporboln. In deu Axon der 
Ellipse ist to = 0 und in don vier Quadranten 
abwechselnd posidr und negativ. FUr die 
Spannung erhillt man nach 72, (6), (7) 

/ita (1 — 2a) J/, T, = fim (I 2a)x 


S, = ym c 




£l _L. ^ 

a* 


DieLinien gloicher Spannung sind also hier ElinlioheEllipsen, 
aber sie weichen starker von der Kreisgestalt ab, als die Gronz- 
ellipse des Querschnittes (Fig. 14). Man sieht, dass die am 


ij 




1 


(' a n n c 1 i rl e H ii ii 1 « ii. 
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§. 7-1. 

stiirkstc‘11 (hircli slio Sjjanuuug btsaiisiinichto KiiHor niclit. am Kud- 
{)uiikt(! di-r grosacii , aotulern am K ii cl [i u n k t o cl ci r k 1 e i n o ii 
A X ic I i ‘‘ K t. 


§. 7-1. 


daiiiu; lirtci Siiulc'.n. 


Wmin ill (h'lit licisiiiol cIch 72 in I-- 2 int, so gidit os 
I’unklo in licr t^^ucrsol^litl,Ko!lt‘n(•, in (Iciiou dio S])!umuiig gloic.h 
Null wird, and wir kiiiuicm din (knislantmi in dor (iUdclmug der 
(iri'iizcurvo 

(Ij ' <•« ‘2 4> - c 

80 licKtiimiiim, dims (lifsc i'unklo iiuf dor (Jrmizo liugen. Diose 
I’unkto Hind dann, win man huh dor (iloioluiiig §. 72 (5) orsiolit, 
Doppeltiunkto tlor Gurvo (IJ und werdon sicli uIho an dom 
Htalio ala Noharfc Kanton darstollim. Das BoiMpiol dos §. 72 
beziolit aioli alao boi dicwa’ nostimniung dor Goimtanton, aul' 
oaniiolirto Niinlon niit m Ilippou, Dio Sparmutig ist Null an 
don KunUni, und orroiulit ihr Maximum am Boden dor Uirmcn 
Dor QuorHolinitt ist in 2 m Hootoren gotlioilt, in denon to ab- 
woolmolnd jioKitiv und nogativ iat. 

Wotui dio durob (1) odor 

(2) r* 2 ar” ooh m # ™ c 

dargostollto Gurvo durch die Bimkto vorscliwindendor Spaunung 
bindurchgtihen soil, so jimss aio orfllllt Boin Mr 

1 

coBmfr - • I, r ~~ (may [§. 72, (8), ('•))], 
und darauH orgiobt sich fllr e dor Worth 

(3) u = 


Dio Gloichung (2) stellt eino algebraiache Curve Ord- 
ttung dar und man kann sie in rechtwinkligen Coordinatcn in 
der Form daratollen: 


(4) 

2a( 


m.m — 1 


* j/® "F* 


iC* -f- I/* ~f" 

F.2.3.4~ 




■)- 
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Neunter Abschnitt. 


§. 74 . 


Fiir m = 3 udcI m — 4 hat die Curve, bei dem Werthe (3) 
der Constante c, drei oder vier Doppelpunkte , uud muss in 
diesen beiden Fallen in Oiirven niedrigeren Grades zerfallen. 

Fiir m = 3 erhalt man c = 1/27 und folglich wird die 
Gleicliung der Grenzlinie: 

+ 2 / 2 ) + — 3xy^) —1 = 0 , 

die sich in die drei Gleichungen: 


1 — 6 = 0 , 

(5) 1 -|- 3aa; + 3 = 0, 

1 + 3aa: — 3)/Bay = 0 

zerlegen lasst. Man erhalt also einen dreikantigen Stab, dessen 
Querschnitt ein gleichseitiges Dreieck ist. (Fig. 15.) 



Fig. 16. 



Fiir m = 4 zerfallt die Curve (4) in zwei Hyperbeln (Fig. 16), 
die man leicht auf folgende Weise erhalt, Es ist hier c — l/Sa 
und also nach (2): 

16 cos 4 "I” 

und durch Auflosung dieser fiir quadratiscben Gleicbung: 

(6) 4 ar2 cos 4 '6’ = — 1 ± cos 2 'O’. 

Es ist aber 

COS40’ = (y2 cos 2 O' 4“ 1) (V 2 cos 2 0 — 1), 
und daher nach (6): . 

4ar2 (1 ±-^2 cos20) = 1 , 

Oder in rechtwinkligen Coordinaten: 

(7) (1± V2)«;= + (1=FV2)J/»= 4’ 


t! an II I* 1 ir I f S ilu I u u. 


1H7 


cungriumto Ilyptu’bdn {larj^cHtcillt Hind, die urn 1)0^ 
!iandc‘r ijjcdreht sind, dit^ sicli in vior rtudlou Puukteu 
n. In di(*H(m Scihiuttpunktmi ist x- y‘-^, ivnd fiir ibro 
Lii^ vtnn (‘Oordinati'n-AnfangHpuukt cn’liiilt man 


1 



r«*idb» Axi* fi dm’ Ilypcjrbidn man huh (7j, woiin 

idar ?/ - (J 

* 1 a 

li ‘ ... ■ ^ 

2ViU • 12 yi i V2 
% Maximnm « vtm r ini alntj ungtdahr [‘/giiud ho f^roHB 
Mininmm fl 


Zehnter Abschnitt. 


Druck auf eine elastische Unterlage. 


§. 75 . 


Gleichgewicht eines von einer iinend lichen Ebene 
begrenzten Korpers. 


Wir denken uns einen elastischen Korper, der von einer 
Ebene, die wir zur xy -Ebene nehmen, einseitig begrenzt ist, 
sonst aber keirie Begrenzung hat. Gregen diese Flache sollen 
anssere Flachendrucke wirken. Von ausseren Volumkraften sehen 
wir wieder ab. Gegen das Innere des Korpers wollen wir 0 
positiv nehmen. Im Unendlichen soil der Korper in seinem 
natiirlichen Zustande verharren , was dadurch ausgedriickt sei, 
dass die Deformationscomponehten it, iv im Unendlichen so 
verschwinden, dass 

(1) Bv, 2? it?, 

wenn B die Entfernnng eines veran der lichen Punktes von einem 
festen Piinkte bedeutet, mit unendlicli wachsendem B endlich 
bleiben. 

Der Gleichgewichtszustand ist eindeutig bestinimt, wenn an 
der Oberflache = 0 noch die Componenten der Pdachenkrafte 

( 2 ) F= z;, 

gegeben sind. Ebenso ist aber auch das Problem bestimmt, wenn 
fiir 0 = 0 die Componenten der Verschiebung 

(3) it, iJ, it? 

gegeben sind, oder noch allgemeiner, es ist bestimmt, wenn von 
jedem der drei Paare 


§. TO. !*<•!• !<.iiri<TK.-hr Lflii-s. r. iMiutinn, Kwuior Vai>ial)leu. IS'J 


( 4 j A’., /t: 1 /•; 

eiiiO (iriissn I'iir i o isl (^. (i-i^ o,). 

IhtK rr(t].l.‘iit U rill-i.-inciu ^oliist von UouHsinesq i) durcli 
Aiiwi'iiiluiis' ilcr 'I'lifiirif «lt>r I'dtfiitiule , uuf andcrem Wege von 
Cariiti -i uiitt-r UdiuHzung vim SiUzmi, din man Betti a) verdankt, 
iiadi eiiifr M.-thu,la. dii* niit dim (Ireetrscliou Methods in der 
I’oteiitialthiM.rif via-wamlt isl (Hd. I, !)7j, hier 

itiitcn undeien Wi-g gfiien, indein wir die Fourier’sclic Me- 
tliiide tier paiiieulare.ii l.iiHiuigen amvondcii. 

Dazu wtdi. ii wir ziiiiiielmt dtai I'’ouri(‘r’Kchon Lehrsatz fiir 
Kuiielit.rieii vtm zwri Varialdmi, dttr Ijier aiigeweiidot werden muss, 
in fine far tlitse Auwetniuiig geeignoto Form hringen. 


Der Ktiurier'Hfhe I»i?liraatz fiir Kunotiouon z-woier 

Varial)hui, 


Wir haiiett in Jj. 17 ileH iTHtmi Haiuhm fiir ohic ■willkurlicliG 
Funetiim J lxt einer VariHliUm o' din Formol (i)) ai)gc>.loitot , in 
tier wir ji'tz.t die InlegratiouKvariable mit g statt mit A bo- 
zeiehtien: 


(J) 


/ (jf) • 


1 





mill da Hiitrr dem Integral in Bozug auf a nine gorade Function 
vou « atfiht, H(» kdnrien wir dafUr auch setzon: 

i 5 «n 

( 2 ) / Or) - (r/^j / Q) con « (* - 1 ) dl 

Ef 4 ilit 

4' «? 4' ^ 

( 3 J 0 r-T ^ I r/M j / (I) sin « (X ~ i) di, 


*) |iot#a,tmlg direotes, iEversos, lo^a- 

rlltirttif-paw, Eurli Wi* 

c>riirl» Ek#ir©fei^ Inimun ftU^quiHbrio de oorpi alastici isotropi. 
ktwMimm tki Llfi»l 1^2. 

Hiiow IST2. 
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ZeliBter Abschnitt. 


§. 77 . 


da hier eine ungerade Function von ol unter dem Integralzeichen 
steht, und wenn wir also (3) mit i = multipliciren und 

zu (2) addiren, so folgt: 

GO -f- °° 

(4) fix) = ^ I di. 

00 CO 

Es laange nun f{x) ausser von x noch von einer zweiten 
Variablen y ab, es sei also 

( 5 ) /(«;)=/ y\ /(!)=/ y)- 

Dann erhalten wir, wenn wir die Formel (4) auf/(§, y\ als 
Function von y betrachtet^ anwenden: 

+ CO +00 

(6) /(I, j/(^’ dn. 

. — CO 00 

und wenn wir dies in (4) substituiren , so erhalten wir den 
Fourier’schen Lehrsatz fiir zwei Variable in der Form: 


(V) • 2/) = 

+ 00 + 00 + 00 + 00 


|d«d/3 /(§, + V) di?, 


GO 00 00 — 00 


und diese Formel lasst sich durch dasselbe Verfahren auf Func- 
tionen einer beliebigen Anzahl von Variablen ausdehnen. 

Wendet man die Formel (7) auf zwei Functionen /i (o), 2/)? 
/a {x^ y) an , multiplicirt die zweite mit i und addirt sie zu der 
ersten, so ergiebt sich, dass (7) auch fiir imaginare Functionen 


y) = fi y) + (^1 y) 

giiltig bleibt. 


§. 77. 

Darstellung der Verriickungen w durch Doppel- 

integrale. 

Wenn wir mit X, Y, Z die Componenten des gegen die 
Flache ^ = 0 gerichteten ausseren Druckes bezeichnen, so haben 
wir, weil jetzt die innere Normale mit der Richtung der posi- 
tiven ^-Axe zusammenfallt, nach §. 60 (11) fiir die Flache z — Q 

Z, = -- X, Y, = ^X Z,= -Z, 


S* 77 . 
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UsuHt cllun^ ilei* Vi;rr nukungen, 

unci (las in 75 gc^Htollte Pr()l)knu (‘rliillt nacli 8. 65 ri7) 
folgcMitlc'ii AuHilnic'k: ^ 

Ks sull.-n u, r, ,r uls Functionon der Coordinateii 
.r, ^ liir positive ” and liir iillo a:, ij bostimmt wer- 

deu, so duss iiluTall im Inuoren dioaus Gcbicte.s die 
I) i I' I'e r e n t i a I j! 1 1* i (• lui II K 0 a 


( 1 ) 


{ il 

i 

(' r ir }v 


( ./• 


Fj/ “ t ’ 



( i-) 




( J' 

1 — 

-■ 0; 


f (-) 

4- ft.-/ /; = 


F) 

^ !l 

r 0. 


( W 



(l) 

( s 

*}- (iJw rr-. 

: 0 


erfiiUt siiid, uiul dana, wenii fUr ^1 = 0 



ic r— {F, X, — X (x) -j- 2(1 ^ 


gi'Hetzt wird, von jedem dor droi Functiononpaare U, X; 
F, F; IF, ^ nine oino gogoboiio Function von x, y sei. 

AuBuordotn soUoii u» o, w, (") fiir unendlicho Werthe 
von X, y und fiir unondlich grosao positive Werthe von 
g vorsfihwindan. 

Da die DiffiTontiiilgleiohungeii (1) linear sind, so kann man 
aua mehrerini parlicularen Losungen Mi, Vi, Wj; Mj, w, . . . 
allgeraeinero laiaungeti 

(SJ It "ss n, Kj 'I" • • 1) rss t>i -f* “j™ • ' *, W = iVi ~|— Mlj • • ■ 

zu8arom«nsctzen,utui wonn man unendlich viele partioulare Losungen 
hat, KO kftim man auf diesem Wege Losungen, je nach Um- 
stindon in (lostalt von unendlichen Reiben oder von bestimmten 
Integralfiii ahloiUin. Es kommt also jetzt zuniiolist darauf an, 
goeignete particularn lamungen zu finderi, die noch die hinlang- 
Itelio Anzaltl nnUertimrator Parameter enthalten, dass man auch 
den (Ironzbedingungen geniigen kann. 
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Zehnter Absclinitt. 


§. 77. 

Ein solches particulares Integral finden wir durcli die An- 
nahme : 

w = (a 4- 

(4) V — (p 

10 = (c illy 

worin a, &, c, w, |3, Constanten siiid, iiber die nocli nahere 
Bestimmxiiigen getroffen werden sollen. Wir nehmen zunachst 
die Relation zwischen oc, |3, y an: 

(5) (X2 + /32 -j- ^ 0 

land erhalten: 

(6) 6) = [act ^ 4“ 

und ferner: 

— — 21iay 

(7) Jv = — 2/2,/3y 

Jio = — 2hyye^^^^ + (^y-^y^\ 

Setzt man diese Ausdriicke in die Differentialgleichungen (1) 
ein, so findet man, dass diese alle drei befriedigt sind, wenn man 
zwischen den Constanten die Relation annimmt: 

(^8) — 3 |Lt) 7?^^ = (A “-j— (ci u — 4 4~ 

wodurch h als Function der iibrigen Constanten bestimmt ist. 
Wir nehmen a und /3 re ell an und setzen nach (5) 

( 9 ) y = i y a2 ^2^ 

worin das positive Zeichen der Wurzel genommen ist, damit 
u, iv fuv z = -\- CO verschwinden. Wir setzen dann 

a = A (ctf, fi)da dp = Adcc dp^ 

(10) h = JB(a, P) doc dp — Bdot dp^ 
c = C(a^ P)dcc dp z=: Odoc dp^ 

und verstehen unter A, J5, C willktirlicbe Functionen der Argu- 
mente cc^ /3, ferner setzen wir 

(11) h=z H (a, P) da dp = Eda dp, 
und nach (8) 

( 12 ) 


7 H. 


lieHtimmunj^ dcr willkurlichcn Kunctioiieii. 


193 


Datm iTgahoii aitdi aus (1) all^onioiue Ausdiiicke fiir w, w: 

\ 

(/ j I dadji(A -J- 

/• 

i «r,) 

(IH) V ■— I j d« (//i (/i 4' 

* J 

\ ® 

It j j da dji{(' -)- iy //x')r*‘"‘-' ' >'!' ' 

Dio Fuiu’lioncn A. /<’, (' uiid I'olfrljch auc.li II wordon iiu AU- 
f^cmoiiKai (•(tinplcx sciti, wiilirc'iid dooli «, ?>, to in (Kij recsll Kciii 
miiHHOii. Dies wird lUiU-r fnlgondcr V«)ran8Hotziuig ointroton: 

Dio Kune (id non A(--a, — /i), B { — «, —/?_), ('{ — a, — (i) 
Kollon fdiijugirt iniaginilr init A(a, ft), B{a, ft), C(a, ft) 
Koin ddcr aiidorB auHgodriiokt, die roollon Tlioile dioNor 
Kiinctionon sollon gorado, die imaginiiron Thoilo un- 
gorudo Kunctionnu von «, ft soin. 

Kh orgioht «ich d.-iiin atis (12), daHS dioselbo Eigonsoliaft auch 
don Kmictioiinn tail, iftll, iyll imd folglioli auch don Func- 
tioiicn 

A 4 i« Us, B 7 ift Us, 0 - j- iy Us 

zukommt. DarauH ergieht sioli aber, dass die Ausdrllcko (13) 
ungtmudert hUiibmi, woiin man i dutch — i ersotzt, wcil man 
gh'ichzcutig untcr dera lutograkoichcn die lutogrationBvariablen 
«, ft dutch — a, -—ft oraetzeu kann. Folglich rind dio in (18) 
fUi* M, n, to gtsgtdmncn Auadrllcke re oil. 

§. 78. 

lieHtiniinung dor wlllkllrlichen Functionon. 

Sind dio Functionen A, B, C bestimmt, so iat unaoro Auf- 
gabe vollstandig geldst Diese Bestimmung ist nun sehr oinfadi, 
wenn vrir atmehmen, dass an der OberflacliQ = 0 die Ver- 
schiebungeii u, a, to selbst gogoben soion: 

(1) tt Ks U{x, y), u = F {x, y), w W {x, y). 

PftrWtll# Bl^tnilalgWohmcifta. IL 18 
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Zehnter Absclinitt. 


§. 77 , 

Ein solches p articular es Integral finden wir durcli die An- 
nahme : 

= (a 

( 4 ) ^ + + 

'lo = (c ill y 0 ) (^y 

worin a, &, c, a, /3, h Constanten sind, iiber die noch naliere 
Bestimmungen getroffen werden sollen. Wir nelimen zunachst 
die Relation zwisclien «, j3, y an: 

(5) ^2 /32 -|- — 0 

und erhalten: 

(6) 0 = [aa 4- &/3 + {c + Ji)y] + 
und ferner: 

(7) = ~ 

— — 2]iyy 

Setzt man diese Ausdriicke in die Differentialgleicliungen (1) 
ein, so findet man, dass diese alle drei befriedigt sind, wenn man 
zwischen den Constanten die Relation annimmt: 

(8) — (A + 3(j)hy = (A + ^){aa + &/3 + cy), 

wodurcb. h als Function der librigen Constanten bestimmt ist. 
Wir nehmen cc und ^ reell an und setzen nach (5) 

(9) y = i 

worin das positive Zeichen der Wurzel genominen ist, damit 
w, w fur ^ == -|- CO verschwinden. Wir setzen dann 

a = A (oc^ ^)docd^ — Adoidp, 

(10) b — li)dcc = Bda 

c = C p) doc d ji =1 C da d (3, 

und verstehen unter A^ JB, C willklirliche Functionen der Argu- 
mente a, /3, ferner setzen wir 

(11) Ji == H (a, fi) da = Eda d§, 
und nach (8) 

( 12 ) ^B + vC). 




li(i8tiiainunp: dcr will kurlialion F u action en. 
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Diuin i‘rg(‘beu uus (I) allgiimeine Ausdriicke fiir it, w: 

I 

rrt j j da djiiA i 

• <ifs 

(III) <• • — I j (In diHll -j- 'ift ' •''y ' 

? *• 

tr I j dud{i{(' j- iy lh)(''^“'‘ ' .'i' ' 

Dio Kunctiimi'ii /I, /», (' mul I'olgUoli atudi // wordon im All- 
ffomciiicn (utuiplfx stdii, wiiliri'tid docli «, w in (Klj nudl Hoin 
miiHHfin, Dies win! nnlcr fnlgciidur V<»rauHH(itzung oiiitroton: 

Dio Funclitinon yl(- — /i), //( — «, —fi), (■( — «, — ft) 

sollon rnnjugirt iinaginilr niit A(a^ ft), Ji{a^ ft), C(u, ft) 
Koiii (ulor undorH auHgodriickt, die roollnn Tlioil© dioHor 
Dmiotionon Bollon gorado, die imaginaron Thoile un- 
gorado Funotiuiion von a, ft soin. 

Fk (jrgi(d»t «ioh datiii atis (12), dasB dioselbo Kigenscliaft aucli 
don Funetionen /«//, iftll, if [I und folglioli auch don Fiinc- 
ticiiiou 

A j i « I/s, B ] i ft Ih, a -I i f He 

znkommt. DnmuH ergiobt sioh abor, daas die Ausdrilcko (18) 
ungoSndcfrt bloiben , wonn man t durch — i oraotzt, woil man 
gloiedizoitig nntor dem Intcsgralzoiclion die Intogrationsvariablon 
a, ft durch •— «, -- ft erwotzen kauti, Folglich sind dio in (13) 
fur tt, V, w gogobonon Ausdrtlcko reoll. 


§. 78. 

Hestimmung der wiUkUrlichen Funetionen. 

Sind die Funetionen J., B, 0 bestimmt, so ist unscjro Auf- 
guba volktandig gelSst, Dies© Bestiramung ist nun sehr oinfadi, 
wenn wir anuebmon, dasH an der Oberflacbo = 0 die Ver- 
schiebungen u, v, to aelbst gegeben soien: 

(1) u =: If (sc, y), 0 =S= F (x, y), w = W (x, y). 
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Zehnter Abschnitt. 


§• 78. 


Dann mlissen die A, C den Beclingungen genligen: 


(2) 


V (X, y) — 11 A(a, + 

— CO 
-}- CX3 

V (x^y) — 

CO 

4" CO 

W (x, y) = j| (7(a, + da d^, 


und die allgemeine Formel §.76 (7) ergiebt: 


+ CO 


A(a, ^) = j[ Ua, («£ + /*■/) d^dn, 

00 

4- CO 

(3) B(u, = ~ + dldri, 


— CO 
4- 00 


C{a, |3) = 


43 i ;2 


F(|, drj. 


Um die Functionen J., C auch unter den in §. 75 ge- 
macliten allgem einerenBedingujigen zubestimmen, miissen wir die 
Ansdriicke fixr die Druckkrafte Xg^ Yg^ Zg fiir = 0 ableiten. 
Es ist aber nach §. 65 (13): 


(4) 


^ /8t(; , 0w\ 

T7 /0W I 0®\ 




0t«; 


Wir bezeichnen diese dreiGrossen als Functionen von a?, y mit 
X (Xj y\ ^(^5 2^), • Y(x^ ^), [§, 77 (2)]. 

Nacb §. 77 (13) ist aber (immer far ^ = 0) 


7s. lioHt muuuJig tier willkiirlichen b'unctionen. 


-I 


( ti 
( X 


i 1 1 aAdudli, 


(&) 


' !l JJ 


f ■ w 


(«x i-,Ki/i ftJSdadli, 


i I «<<“x 1 ,'wi y(^(' I //) dn dji, 


woraim nach 77 (12), w(um man don Worth von 0 fiir 
mit 0 hozoicbnot: 


i m 


X \ (t 


j I yy/(a^ |3) doc c2/3. 


(Ill 0 “ 

Fortier i«t 

tJi i j j e<<“* •■i’'®' {yA -|- all) dad^, 


f ee 


f„f ™- j‘ j I f<(«‘ t ,ii/) (y2il - j- /JH) da d^i 


( 7 ) 


g<i«xf,<v) aCdadfi, 


•-■ ■ ' '* 

i ® 

s=: i f| + (iOdad^, 

JJ 

-- « 

und daraus nrhillt man nach (4): 

4 ' m 


(8) 


4 ' «i 

T(a;, =5. II + 

I(*,F) « II dad^, 


worm 


13 * 
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Zehnter Absohnitt. 


§• 79- 


5'(a,/J) = — i;ft[y5 4- /3(C + -H)], 

C'(«,/3) = - 2i(ir (c + j^ i?), 
und hierzu kommt nocb die Gleichung §. 77 (12): 

(10) rir= - + yC-)- 

woraus man, wenn A', JB\ C bekanat sind, auch A, S, 0, H be- 
recbnen kann, Oder allgemeiner aus dreien der Grossen A, S, G, 
A', B\ C, E die ubrigen. 

Die Functionen A', B', C, F konnen aber ebenso aus den 
Function en _ _ _ _ 

Xix,y), T(x,y), Z(x,y), ®(x,y) 

bestimmt werden, wie wir im vorigen Paragrapben A, B, C aus 
U, V, W bestimmt haben. Es ergiebt sich namlicb aus (6): 

4 - oo 

— a> 

und aus (8): » 

4 - 00 

00 

+ 00 

(12) B'{a, ^) = ^ 11 7(1, i2)e-«{“5 + f"/) d| dr}, 

— 00 
+ <50 

— 00 

§. 79. 

Eindruck eines schweren Kdrpers auf eine elastische 

Unterlage. 

Boussinesq hat seine Methode auf ein Problem ange- 
wandt, das wir hier auch noch nach unserer Methode behandeln 
wollen. 

Wir denken uns auf eine elastische horizontale Unterlage 
eineii Stempel yom Gewicht P aufgesetzt, den wir uns aber als 


§* 71 ). 


lauilruuk iml* iMite r.liiHt ihoIu' lInU‘rlag'o. 
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stiii'r vi»rstoU<‘ii wollfii (it nioffti otwa aus cinom sohr vicl 
schweriT ili'fiiruiirlmmi StolTo b(!Bt<‘hon als die Untorlage)- 
Dicser KiirjHU' A' halii! die (lostalt oiues (lyliiidora, dcsson Basis 
eiiio gcgcin'iie, bulieliig gokruiimit(!, vou der Ebeiio iinendlicli 
woiiig abwoiciieiidts FUlche ist. Die Uaiul- 
(Uirvo (/ dieser Fliudie, liings der eic an 
doll Gyliiiderniujitcl aiistbsst, sei ebon 
und sonkreelit auf dou Krzeugetidoii des 
Cylinders. 

Diese Uandiuirve aei bis zur 'riofo k 
in die rnterbigo eingoHunken. 

Die (testall. diT Haaisllilehi- soil dadurcih boatimiut sein, dass 
iliro .r-Drdiiiale, von der Kboiie. des Ilandes an goroebnot, eiiio 
gogelieiie Fiuielion sei, die am Uande gloicb Null ist. 

VVenn p(j‘. ID ilberall gloieli Null ist, so ist die Busistlacho obon. 

Fiiidlieh wolleii wir die I'rojootion der Basis auf die a;i/-Kbeno 
niit N bezeirlineii (Fig. 17). 

Wir neliineii also an, dass der Kdrper K seiner Gestalt tiaeli 
unveranderlieh sei, und dass sich die llntorliiga uiitor dem Kinllusso 
des Druekes P der Gestalt des Korjiers genau anaeliliosst. 
Diese lotztore N'orausKctzung wird, namentlieh in der Miho des 
Ilandes, wo sieh uiieiidlieh grosHo Druckkrllfto ergobeu warden, 
uiclit genau erfilllt sein. Indesson wordou wir bei dieser Aii- 
iialinie iloeli ein Besultat erhalten, was in liiiililiigrtolior ICnt- 
foriiung von doiii Iliuido die wirkliehou Vorlialtiiisso mit oinor 
gewissou Annaherutig darstellt. 

Wir hiilten bier, mit Uiieksioht darauf, dass der Druck des 
Kdriiers K iiliernll uur vortical (in dor Ilichtiuig der positiveri 
j) wirkt, weim wir utia der Farifaeldieit halber auf dou Fall oint'r 
elietien Grundflilohe dos Kiirjtors K beselirilnkon, also ^ 0 

sctzen, fiir das olastisehe Broblcru in dor Unterlago die fol- 
gondeti Grenzbadingungon flir s 0: 


(I) 

X, 

■- - (1. 

Y, = 0, in dor ganzon F.beno s 0, 

(2) 


0 

tiusserbalb N, 

(8) 

W 

k 

innerhalb 8. 


Diese Gronzbodingungen baben das Kigentbilmlicbe, dass sie 
nicht einheitlieh fUr die ganze Fdiems gegolion sind, sonderu 
sich zum Tbeil auf zum Tlieil auf to bozielieii, mid diosor 
Unmtand ist fUr die Integration im Allgemeinen eine grosse 


I'-ig. 17 . 
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Zehnter Abschnitt. 


Schwierigkeit. Einem hierher geliorigen Falle sind wir in der 
Elektrostatik, Bd. I, §. 133, 134, begegnet, bei der Bestimmung 
des elektrischen Gleichgewichtes einer ebenen leitenden Flache, 
der eine gewisse Elektricitatsmenge initgetheilt ist, und wir haben 
dort das Problem fur den Fall einer elliptischen Scheibe geldst. 

Es ist ein hochst bemerkenswerthes Resultat von 
Boussinesq, dass sicb das elastisohe Problem auf das 
erwahnte elektrostatische Problem zuriickfuhren lasst. 


Bedingnngen fiir die willkiirlichen Functionen. 

Die Bedingnngen (1) des vorigen Paragraphen, die sicli auf 
die ganze Ebene is = 0 beziehen, ergeben nach §. 78 (12) 

(1) A' = 0, = 0, 

und daber nach §. 78 (9): 

yA:=-a(C-i-H),' 
yJi = - ^(C-^ H), 
und nach §. 77 (5) ( — 

(3) ^B = riC^E), 
also nach §. 78 (10) 

(4) H = — a 


( 4 ) 

und nach (2) 


yA = 


A + 2^t ^ 


A + 2^ 


yB = — 


und nach §.. 78 (9) 

(6) C- 


A ~J— 2|U' 


Qf ^ -f ft) 

A -1- 2 ft ^ 

Es ist aber fiir = 0 nach §. 77 (13), 


+ QO 

= 11 


w ■= + (fa 


und nach §. 78 (8) 


SI. /,urut!klulirun}{ aiif ihtH olisklroBtatiiicho Problotn. igy 


(8) Z I j /i 


i m 


' ‘ " T-f 1 1 

••■- St? 

Duwnacli ist ilii* Function (' imcli §. 7!) (2), (3) so zu bo- 
atinimcii, ilass 


(!)) 


1 1 r' C <« * 1 y» f/ a f? /J -- /.• iimerhalV) /S, 


* 

(KM I j }'f/a ?//J 0 ausBorliaU) S, 


und did Formol (7) crgii'bt dann, wonn man aio auf einou Puiikt 
aiisHorlialb S anwondct, die Einsonkung, and (8), auf oinen 
I’uiikt imicrliall) *S angewandt, den Druck, den die Uiitorlago zu 
trngen lint. 

Auk S?. 77 (18) erliiUt man chinn die Vorschiobuiigen u, v, to 
fiir jeden Putikt im Inneren de« Kdrpora und an der Oborflacho. 


§.81. 

ZurUckfilhrutig auf das olcktrosfcatische Problem. 

Denken wir uns die Flilche 8 in der a?2)-Kbone als Sohoibo 
aus oinom liotnogenen I/siter der Kloktrioitdt gobildot, der oine 
gcwisse ElektriciUltsmengo mitgetlmilt ist, so wird das oloktrische 
Potential 91 bestimmt durch die Boditigungen, dass 

1 . im gauMn Ilaume J f t=s(), 

% fiir « = 0 innerhalb 8 

tp sx k (gleich einer Constanten), 

3. fUr ss 0 ausserhalb B 

<p und seine Ableiturigen imch e stotig. 

4. Im Unendlichen verBohwindot (p wio die reciproko Ent- 
feniang eines Punktes voni C’-oordinatoiianfangspunkt. 

Setzt man an Stella der Bedingung 2, die Bodingung 

fl) 9 ,, « 1 , 
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SO genligt cp = 'kcp^ cler Bedingung 2. iind zugleich den librigen 
Bedingiingen L, 3., 4. Die Constaiite Tv wird, wenn das Problem 
geldst ist, ans der Menge m der mitgetheilten Elektricitat be- 
stimmt. 

Ans der Symmetrie der Bediiigungen 1. bis -4. ergiebt sich, 
dass q) eine gerade Function von 0 ist, d. h. dass 

q){x, y, — 0 ) = (p{x, y, 0 ) 

sein muss. Daher kann die Bedingung 3. auch durch die Be- 
dingung 

(2) ^ = 0, fiir 0 — 0, ausserhalb S 

d0 


ersetzt werden, und es geniigt, wenn q) fiir positive Werthe von 
0 bestimmt ist. 

Die Flacbendichtigkeit 6 der Elektricitat an einer Stella y 
der Flacbe S er halt man, wenn q) bekannt ist, aus 


(3) 2 7t(j = — innerhalb S 

0 0 

[Bd. I, §. 134 (2)J. 

Diese Function q) liisst sich wegen der Differential gleichung 1. 
nach der Methode der particularen Ldsungen durch ein Integral 
darstellen: 


( 4 ) 





worin y = i “jAas -j- und 0(cc, eine aus den Grenzbedingungen 
zu bestimmende Function von a, ist. 

Wenn an Stelle der Bedingungen 2., 3. die Function q) in 
der ganzen Ebene 0 := 0 gegeben ware, so ware die Function O 
durch den Fourier’schen Lehrsatz bestimmt. So aber erhalt man 
zurBestimmung der Function Q die folgenden beiden Bedingungen: 


(5) = h innerhalb S, 

— 00 
4-00 

(6) + cZa d|3 = 0 ausserhalb ;S, 

— 00 

und fiir die elektrische Dichtigkeit erhalt man aus (3): 


r i!i'k I II li r II u K nil i' linn tili-ktroBlatiRclie I'roliIiMii. 
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j j /ij ^ dadft, iniuuiialb 5. 

m FilUen idm^ iu <li*iuui thin cUiktroHtatiHclic Problem 
Flitrln* S gt‘iriHt int, kiiniKUi wir aiuili dio Function 
Itm ntniini^Uiigtm (o), (li) gcniilHH boHiimmon. 

(tbnt'luuigcn (o), (0> ntimnum nb(‘r mil (D), (10) dcs 
birngruphfu iiberein, wmin wir 
f! -- fi) 

Kh lolgt duiui nuH HO (H) ITir tlcn Druck auf oinoii 
i luricn'ii vein S 

winl hIhc) clcr Druck niit tier tilektriHclien Diclitigkoit 
inal. I«t do f‘in FliiclieTielameufc von S und 


P — j Zdo^ m rr; & 


do 


iiimitilruc’k mill <li<‘ KkktricUiltHinmigG, so orgiolit Hick 
^ /I f 2g ”‘’ 

KitiNctikiitig w (liT Klictio s 0 auKHcrlmlli dor go- 
, Fliicho iS erliiilt miiti uiudi ho (7} 

w cfi. 

iiiu'ii wir «l«n QucrHclinitt iIch StompolH /C kroisforniig 
iiiiinim wir dio Fornudu auH IJd. I, §. 15(4 uiimittelbar an- 

r orlmlton, worm wir don Almtutul oimw varialdon I’uiiktoH 
r Oylindoraxo mit r und don UadiuH doH KroiHos mit a 
non, fur din Fliichn s rs 0 ; 


f > 


9 

<p 


k irmerhall) /S', 


m n 
a 2 
m 


a 


arc am 
a r 


auBBcrlialb *S\ 
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(15) 

imd nach (10) 

(16) 


2 TT a y ’ 


/•I n\ ^ 2 

( 16 ) = TT-r-"^ P. 

4 TT |Lt — {— /ti) 

Demnach wire! die Tiefe cler Einsenkung 

(17) h — ^ -P 

^ ^ 8ft(A + f4)a’ 

die Spannung im Inneren von 8: 

(18) ^=- 

2 7ca\a^ — r- 

Die Spannung wird also unendlich an cler Peripherie der 
eingedriickten Flache 8. Dass dies in Wirklichkeit nicht ein- 
treten kann, ist klar. Der Widerspruch lost sich aber dadurch, 
dass die Kante des driickenden Stempels in cler Wirklichkeit 
nicht scharf bleiben wird. 

Fiir die Depression erhalten wir aber aus (11), (13) und 
(14) einen vollkommen stetigen Ausdruck, namlich 

^ innerhalb S, 


(20) w 


(A + 2f«) P 

r-rr:! i ! L-rf- ovn 


n _j_ Ta TT sin - ausserhalb 8, 
z 7t ^ a r ’ 


und fur r — a geht der Ausdruck (20) in den Werth (10) liber. 


Die horizontalen Verschiebungen. 

Fiir die Verschiebungen u, v parallel der Ebene = 0 in 
dem in §. 79 behanclelten Probleme erhalten wir aus §. 77 (13), 
wenn wir uns auf die Oberflache, d. h. auf die Ebene ^ = 0 be- 
schranken : 




V = + da c?/3, 



I)i(' hiiriKontalou Vnrsohlebungon. 
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uiid wenu wir fiir A, li dio Ausdrlicko §. 80 (5) substituiren und 
C <I>(6C, (i) sutzon : 

I -f‘ 

t{ r— . ^ 1 1 ~ a>(a, §) + da djS, 

( 2 ) , . 

/• ^ ff ^ cUd^. 

■' a,> 

Nun ist ah(!r nadi S- (4): 


d»(«. (i) I' dad^ 


und folglich 


I is dz " -- jj “• <D(«,/3)c««» + f'v + z*) dad/J, 


also wenn man — o setzt: 


m 

j| S dad^ — j ^ 


und also fvlr « -rs 0: 


. (is dz, 

** X 4- 2fi j d X ' 

fl 




” ■’• JI + 2 ft J dp 

0 

Fiir den Fall dw kreisKimigen Quersohnittes ist [Bd. I, 
§. 134 (14)]! 


-j~ 2 P 

^ 4 !* ft (X “f" ft) ft 




also, wenn J, die Bessel’sohe Funotiou der Ordnung 1 ist 
lBd.1. §. 69 (6)l! 

f 6 ) S r 0 --«« sinaft J,(ar)da, 

'd» 4»ft(A ■+• J 
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und wenn wir also ^ = r cos O’, y = r sin O’ und 

( 6 ) it =: — () cosO, V = — Q sin O 

setzen : 

CO , 

r7\ r. ^ ( smaa r . . n 

[() Q — 1 — 71 — ^ r- JJar)da, 

4:7c(X -j- fi)a ] K ’ 

0 

und hierin bedeutet q die liorizontale Verscliiebung gegen den 
Mittelpunkt bin, die, wie zu erwarten war, von O unabhangig ist. 


Elfter Abschnitt 


Bewegung der gespannten Saiten. 


§. 83 . 

Die Differentialgleichungen der schwingenden Saite. 

Unter den Problemen der Bewegung elastischer Korper be- 
handeln wir zunachst die schwingende Saite, fiir die wir 
die Differentialgleichungen auf dem folgenden directen Wege er- 
halten konnen^). 

Wenn die Saite hinlanglich stark gespannt ist , so wird die 
Schwerkraft keinen merklichen Einfluss mehr auf ihre Bewegung 
haben, iind wir sehen also von der Wirkung der Schwere der 
Saite ab. Dann wird die Saite in ihrer Grleichgewichtslage 
geradlinig sein, und wir zahlen auf dieser geraden Linie die 
Abscissen x. Den Anfangspunkt, x = 0, und den Endpunkt, 
X = ly nehmen wir zunachst als fest an. Vor der Befestigung 
aber soli die Saite durch ein Gewicht P gespannt sein. Dann 
ist die Spannung in jedem Punkte = P, d. h. wenn wir uns die 
Saite an irgend einer Stelle durchschnitten denken, dann muss, 
um das Gleichgewicht zu erhalten, an jedem der beiden freien 
Enden eine Kraft von der Grosse P in der Richtung der Saite 
angebracht werden, 

Wir nehmen nun ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, 
dessen rr-Axe mit der Gleichgewichtslage der Saite zusammen- 
fallt, und ertheilen einem beliebigen Punkte M mit der Abscisse x 

Ueber die Greschichte dieses Problems vergleiche man die Abband- 
lung von Riemann. „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durob eine 
trigonometriscbe Reibe^^ (Riemann^ s Werke, 2. Aufl., S. 227). 
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eine Verschiebung {Mm\ dereii Projectionen g heissen mogen. 
Wir nehmen ^ als stetige Functionen von und von der 
Zeit t an, und ebenso sollen die Differentialquotienten 

rn ^ ^ H H ^ H 

^ ^ 00?’ 00?’ 00?’ 015’ 0r 0^ 

zunachst noch stetige Functionen von x und t sein. Wir be- 
trachten aber ^ und ihre Differentialquotienten als unend- 

lich kleine Grossen erster Ordnung, 
deren hohere Potenzen gegen die nie- 
drigeren vernachlassigt werden konnen. 
Die Differentialquotienten nacb x sollen 
auch mit 7}^ S' bezeichnet werden. 
Wir betrachten ein Element (MM') = dx der Saite, das 
durch die Verschiebung in (mm') = ds iibergegangen sei, und 
das Element ds schliesse mit den Coordinatenaxen die Winkel 
oc, y ein. Die Verschiebung (M' m') wird dann ausgedriickt 
durch 

| + c?| = t + ^'dx 
( 2 ) ri-\-d7j = ri-^r^^dx 

e + dS = 

und wenn also 

(^) ^ “h S 

die Coordinaten von m sind, so sind 

(4) X dx d 71 — dTi^ S “1“ d^ 

die Coordinaten von m'. 

Es ist daher mit den erlaubten Vernachlassigungen 

( 5 ) . ds = ^{dx + Uy + dri^ + dp = (?«(! + !')• 

Die Verlangerung von dx ist also durch ^'dx ausgedriickt. 
Es ist nun ferner nach (3) und (4) 

(6) do? = ds cosw, d7i = ds cos/3, dg = ds cosy, 
woraus mit den erlaubten Vernachlassigungen 

(7) cos a = 1, cos ]3 — cos y = g'. 

Es ist nun die Kraft zu bestimmen, die auf das Element 
ds wirkt. Diese setzt sich aber aus zwei Theilen zusammen. 
Es wirkt zunachst auf jedes der Enden w, m' in der Kichtung 
der Tangente, die urspriingliche Spannung P, und zwar in m 


Fig. 18. 


m 




§. 83. Dif ferentialgleichungen der schwingenden Saite. 207 


gegen den Nullpunkt,,in w' gegen den Endpunkt der Saite ge- 
richtet. Ausserdem aber wird durch die Verlangerung, die das 
Element erfabren hat, eine Vergrosserung der Spannnng hervor- 
gerufen, die man mit der Vergrosserung der Langeneinheit, hier 
[nach (5)] mit proportional annimmt, und die also = -Eg' zu 
setzen ist. Der Factor JE drlickt die Kraft aus, die erforderlich 
ware, um irgend ein Stiick der Saite um das Doppelte zu ver- 
langern (vorausgesetzt , dass dieses einfache Gesetz auch bei so 
starken Deformationen noch giiltig ware, was natiirlich nicht der 
Fall ist) und heisst nach §. 68 der Elasticitatsmodulus. 

Demiiach wirken an dem Punkte m die Kraftcomponenten 

X = — (P + Pg') cosa = - (P + Pg'), 
r= - (P + PgO cos/3 = — PV, 

X = — (p + pg') cosy = - 

und an dem Punkte m' 


p+p?r+ 


” lx ’ 


und folglich wirken auf das Element ds die Kraftcomponenten 

( 8 ) 

Diese Krafte mussen nun nach dem Grundgesetz der Dynamik 
(Bd. I, §. 119) dem Producte aus der Masse (a des Elementes ds 
mit den Componenten der Besohleunigung gleich sein, also 

8 .| 8 >, 815 . 

(^) ^ 0t2’ ^ dP' ^ dP 

■ Um fi auszudriicken, hezeichnen wir mit p das Gewicht der 
ganzen Saite von der Lange 1; dann ist das Gewicht des 
Elementes von der urspriinglichen Lange dx ghich p dx:l, und 
wenn wir also noch das Gewicht der Masseneinheit, d. h. die 
Beschleunigung der Schwerkraft mit p hezeichnen, so ist dieser 
Ausdruck gleich (iff; folglich 

pdx 

( 10 ) 
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und dies lasst sich auch auf den Fall anwenden, dass die Saite 
nicht durchweg von der gleichen Dicke oder Dichte 
ist, nur ist dann jp/Z keine Constante, sondern eine gegebene 
Function von x. 

Danacli erbalten wir aus (6) und (7) die Gleichungen: 


( 11 ) 


dn 

dP 

d^fj 

'W 

dH 

dP 


JElg dH 


p 

dx^- 

Pig 

d^rj 

P 

dx^ 

Pig 


p 

dx^ 


Die drei Componenten rj, & sind also in diesen Gleichungen 
vollstandig von einander getrennt und jede von ihnen wird durch 
eine Gleichung der gleichen Form bestimmt. Zu ihrer voll- 
standigen Bestimmung treten noch die Nebenbedingungen, dass 
fur £C = 0 und x = I alle drei Componenten i, fj, g fiir jeden 
Wertb von t verscliwinden sollen, und die Bedingungen des 
Anfangszustandes, nach denen fiir t = 0 die seeks Grossen 
I, 9}, S, d^/dt, dri/dt, d^/dt in gegebene Functionen von x 
iibergehen sollen. Diese letzteren Functionen sind aber nur in 
dem Intervall (0, Z) fiir x gegeben. 

Die Function | bestimmt die longitudinalen Schwin- 
gungen. Diese allein hangen von der Constante E ah, rj und 
t sind die beiden Componenten der transversalen Schwingungen, 
und es geniigt, wenn wir uns in der Folge mit einer von den 
drei Componenten, etwa mit t), beschaftigen, fiir die wir, wenn wir 


( 12 ) 


Pig 

ai = ±-1. 

P 


setzen, die Differentialgleicbung erhalten: 


mit den Nebenbedingungen; 

(14) == 0 

(15) =/(;») 

(16) 


= 


d^rj 

YiP 


w = 


fiir (T = 0 und cc = I 


fiir i = 0, 0 <C ^ 


Bei der homogenen Saite ist a constant, bei der inhomogenen 
eine gegebene Function von x. 


Particulare Losun^en. 
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Wir suchen zunachst particulare Losungen der Gleichung 
(13), §, 83, indem wir fiir rj ein Product UV einer Function JJ 
von t allein und einer Fimction V von x allein setzen. Es ergiebt 
sicb dann durch Division mit UV 


1 d^U 
U dt^ 


V 

V dx^ 


Es miissen also beide Seiten dieser Gleichung gleich einer 
und derselben Constante sein, die wir mit — bezeichnen 
wollen, so dass sich die beiden Gleicliungeii ergeben: 

i d^V m2 

dx^ a2 * . 


Die zweite dieser Gleichungen gehort, weiiii a eine Function 
von X ist, zu dem Typus von Differentialgleichungen, die wir in 
§. 25 f. betrachtet haben, und die dort abgeleiteten allgemeinen 
Theoreme erhalten also bier ihre physikalische Bedeutung. Wir 
wollen uns aber jetzt nur mit dem Falle beschaftigen, wo a con- 
stant ist, also mit der homogenen Saite. Unter dieser Voraus- 
setzung haben die vorstehenden Differentialgleichungen die parti- 
cularen Integrale: 

U = cos m sin m t 

^ mx , mx 

V = cos — , sin 

a a 

Unter diesen suchep wir solche aus, die der Bedingung (14) 
in §. 83 geniigen, also fiir ^ = 0 und x = l verschwinden. Dies 

vyi X 

wird erreicht, wenn wir F = sin — , und m = annjl setzen, 

a / 5 

worin n eine ganze Zahl ist, die positiv angenommen werden 
kann. 

Wenn man dann mit x und A noch zwei willkurliche Con- 
st anten bezeichnet, so erhalt man ein particulares Integral der 
partiellen Differ entialgleichung §. 83 (13): 

Biemann-Weljer, Partielle DifPerentlalgleicliungen. II. 14 
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. 7C a (t — r) . 7tx 

(1) ri^ = A cos n ^ sdi n -y- 

und hierin kann n jede ganze positive Zahl bedeuten. 

Wenn die Saite nach diesem Gesetze schwingt, so ist der 
Vorgang inBezug auf dieZeit periodiscli, imd die Schwingungs- 
dauer ist gleich 21 Ian, Der reciproke Werth der Schwin- 
gungsdauer heisst die Schwingungszahl: 

( 2 ) = 

und dies ist die Anzabl der Schwingungen , die in der Zeit- 
einlieit (der Secunde) ausgeflihrt werden. Von dieser Zalil hangt 
die Tonhohe ab. Den tiefsten Ton, den die Saite geben kann, 
erbalt man flir n = 1. Er heisst der Grnndton der Saite. 
Die librigen heissen die harmoiiischen Obertone. Fllr n=2 
erhalt man die Octave des Grundtones, fiir n = d die Quinte 
der Octave, fiir n = 4 die zweite Octave, fiir n = 5 die grosse 
Terz der zweiten Octave. 

Der Ansdruck (1) zeigt, dass, wenn x ein Vielfaches von Ijn 
ist, yin fortdanernd = 0 bleibt. Es theilt sicli so die Saite in 
n Thmle, deren jeder fiir sich so schwingt, wie wenn eine Saite 
von der Lange Ijn mit ihrem Grnndton schwingt. Die Theil- 
punkte dieser Strecken, deren Zahl n — 1 betragt, heissen die 
Knotenpunkte (Fig. 19, 20). 

Die Formel (2) zeigt die Abhangigkeit der Kobe des Grund- 
tones von der Lange der Spannung P und dem Gewicht p 

Fig. 19. Fig. 20. 



der Saite. Der Factor A heisst die Amplitude der Schwin^ 

gung. Ihr Quadrat bestimmt die Starke oder Intensitat des 
Tones. 

Wenn wir mehrere Ausclrucke you der Form (1) addiren, so 
erhalten wir complicirtere Schwingungsformen der Saite, bei 
denen der Grnndton und mehrere der harmonischen Obertone 
zusammenklingen, die ein geiibtes Ohr auch wieder von ein- 
ander zu trennen weiss. Von der relativen Starke der Obertone 
hangt nach Helmholtz die Klangfarbe ab. 


§. 85. 


Kin full run^ tlt'.H Aiifaup;HzuHtaudeB. 
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Uiu (liese allgnmoiiuTtni Scihwiiij^uiifjjHfoniien darzustollGii, 
zerlegeu wir tlon Oosiiuis in dcir Konntd (1) mid iM'halteii, wonn wir 


An — -^1 


rt.at 

I ’ 


J)n " A sill n 


rear 

I 


setzon uud rnit T die Schwinguiigsdiiuer (Uis (irundtoiios be- 
zeiclinen: 


f3) 




‘2 5E f I f, . 'lirt 

OHIl ,J, -\ JlnSmil 


7rt.\ 
'/’ ; 


HU) 


a a: 


worin sich din Suniinn aul' bolioliign Wnrtlu! von n nratrockcju 
kann. Durcdi rxistininiung dor Constautnn An uiid J^n hahon 
wir dann nocli din MiigUchkoit, niiit'. nnn.udlicho Mainiiglaltigkcit 
vou AnrangazuHtilmlnn zii lioriioksiolitigoii, uud wtmn wir dio Aii- 
nalntvo nuuilicn, dasa din Formed (M) auch noch giiltig aoi, wenti 
wir die Anzald dor (Uiednr nnondlinli nohmon, 8o kiinnon wir 
aucdi nonli dic! Ibiditigungeu oines willkUrlichen Anfangszustandna 
orfiillcn. 


§. B5. 

Fiinfiihriing doa AnfangazuHtandciB. 

Wir unlimnii also jetzt die Leiaung doH FrobloniH der achwiii- 
gondcu Saito in der Form an: 

a) ^ Mncoan ^ + IK sin« ^ ^ 

n (I ' 

und vorlangen, daaa die Oouatantiin An, IK bo btjatimmt werdon, 
daas dieaor Auadruck fdr i = 0 eineu gegedmnon Anfangazuatand 
darstolln. Dioaer Aidangazuatatid iat nanh §. 83 (16), (1(1) durcb 
zwei Functionon f{x), beatimmt, ao dasH flir t = 0, 

()<«<? 

(2) V - 

wird. Dioao Functionon /(a:), JF(z) sind nur in dora Intervall 
(0, 1 ) gegeben. Ea muss dann aber naclt (1) 


M* 
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(3) 


An sin = f(x), 

M =0 


y, nJin sin n -j- 
« =0 


= — F(x) 
%a ^ 


gesetzt werden, 

Hieraus lassen sich An und Bn berechnen, wenn man nach 
§. 33 des ersten Bandes die Functionen f{x), F{x) in Sinus- 
Reihen entwickelt. Man erhalt 


A. = j I 

(4) 



Die Formeln (3) gelten zunachst nur, so lange x im Inter- 
val! (0, 1) liegt, und wenn wir fiir andere Werthe von x die 
Formeln (3) als Definition fur/(a:) und F{x) ansehen, so er- 
giebt sich 

15 '! = F{—x) — — F (x\ 

f{x-\-2l)—f {x), F {x 21) = F {x), 

und auch durch diese Functionalgleichungen sind die Functionen 
f (p^)i -^ (^) Werthe von x eindeutig bestimmt, wenn sie 

zwischen x = 0 und x = I gegeben sind. Aus (5) folgt 

( 6 ) f (l-\-x) = -f(l — 4 F (I x) = — F(l — X), 

und aus der zweiten Gleichung (3) leiten wir durch Integration 
in Bezug auf x die Formel her: 

(n 2 ~ — = I ^ (^) + const. 

die dann gleichfalls, wenn die Oonstante richtig bestimmt wird, 
worauf es bier nicht ankommt, fiir beUebige x gilt. Nun lasst 
mch die Formel (1), mit Benutzung elementarer trigonometrischer 
Formeln, so darstellen : 

’=11: + sin » + ■“)) 

+ 1 1 B. (“»» - cos« 


{ 

1 



( 8 ) 
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uucl hicraus crgiobt sicli mit IlUlfo der Formeln (l-i) und (7) die 
folgondo Darstellung dor Function ■>?; 


iR (it 




n ^ ^ [/O^- 4- +/(* - «o | + 2^,, j 


u; — a t 


Diese zweito Form dor Ijosung don Prohlcnia ruhrt yon 
d’Aloml)ort her, xiiid ist alter als die dureh die Fourior’sche 
Ileiho, die aiif Daniel Bernoulli :<uriiclmifuhrcu ist, Wir 
haben hier dio eiu(5 aus dor audereii al)g(dtdtot; j(‘do(di laHKt 
sicli auch dio d’Aloxabert’Hciho Lusuiig direct voriliciron. 


§. 86 . 

Discussion der Ldsung. 

Dor Ausdruck, den wir zulotzt fur rj gefunden habon: 

M “h « t 

(1) = -i |/(.: 4- at) +/(^ - at)] 4- j F(x)dx 

(s • ' ai 

goniigt dor Diffcrontialgloiohung §. 8;t (13) id(!ntisc!h, ■wonn dio 
Functionon / (x) iiborall oiuon bostiinmtou zwoitcu und (x) 
oinon bestimmton oraton Difrcroutiabiuotionton bat, inbgon 
ilbrigona /(x) und J''(x) soin, waa aio wolloii. 

Dio Gronzbodingung [§. 83 (14)'], daaa ij Tiir a; =: 0 und 
X s=: I voracbwinden soil, iat durcb (1) bofriodigt, wonn /(x) und 
^Xx) den Gloichungou §. 85 (6), (6) gomilaa boatimint sind, und 
wenn ausaordem /(x) oino atotigo Function iai Dann iat 

/(I 4- at) 4-/(Z at) r=r. 0, 

4“rti t hai 

j J'’(j;) dx — 0, f F (x) dx — j F(l x) dx — 0. 

j-al —ad 

Dureh dicae Vorauaaetzungen iat zugleioh die JJodingung 
erfUllt, dMR ij fUr f = 0 in /(«) Ubergebt. 

Bildon wir aber noch 

|j = 1 1 /(a? 4- at) —f(x — aOl 4" f 4" at) 4- ^’(a; -- ai)], 

so erkennt man, daaa dies fUr ^ = 0 nur dann in F(x) Ubor- 
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gelit, wenn aiich noch f\x) und J^(^) stetige Functionen sincl, 
Diese Voraussetzungen wollen wir also jetzt machen. 

Zunachst ziehen wir einen allgemeinen ScMuss aus der 
Formel (1). Wir setzen = Z, d. h. wir gehen in der Zeit von 
^ = 0 aus urn eine halbe Schwingungsdauer des Grundtones 
vorwarts (wobei der Anfangszustand irgend ein im Verlauf der 
Bewegung eintretender Ziistand sein kann). Es ist aber 

a 4- it 

I F{x) dx = 0, 

x—l 

was man ohne Rechnung aus der Fig. 21 einsieht, die den Ver- 
lauf der Curve y == F(x) darstellt, bei der der Flacheninhalt 


Fig. 21. Fig. 22. 



irgend eines Stuckes, dessen Basis 2 1 ist, immer verschwindet. 
Bar aus folgt also fiir at = Z: 

1 = I r/(» + !)+/(*-!)] = -/(! - *), 

und es ist also nach einer halben Schwingungsdauer sowobl die 
Gestalt der Curve als die Geschwindigkeit in doppelter Hinsicht 
umgekehrt, sowobl von rechts nach links, als von oben nach 
unten (Fig. 22). 


■ §• 87. 

Fortschreitende Wellen. 

Wir wollen noch einen Fall betrachten, der, obwohl bei 
Saiten nicht unmittelbar realisirbar, doch in mancher Beziehung 
lehrreich ist. Wir wollen namlich eine beiderseits unendlich 
lange Saite betrachten, so dass die Grenzbedingungen wegfallen. 
Dann sind die i unctionen / (aj) und F (a;^ durch den Anfangs- 
zustand fiir alle Werthe von x bestimmt, und ist durch die 
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Form el (1), §. 86 fiir alle Zeiten bestimmt. Wir betracliten 
zwei Falle. 

I. Es sei F{po)= 0 far alle Wertlie von a?, f (x) nur in 
I einer endlichen Strecke, — cc c, x von Null verschieden, 

i Dann ist also: 

1 (1) - [/(x 4- cit) -j~f(x — at)]\ 

betracliten wir irgend einen festen Werth von so h^t 

nur so weit einen von Null verscliiedenen Wertk, als x at 

zwischen — a und -(- ^ ^Iso so lange 

(2) — at — a X — at -\- a 

ist, und f{x — at) ist nur claim von Null verschieden, wenn 

(3) at — a <Ci X <Z at -{- a. 

Wenn dalier at — <% >> — at cc^ d. h. at ^ a ist, so ist 
->2 = 0, wenu keine der beiclen Ungleichungen (2), (3) befriedigt 
! ist, also wenn entweder 

f' X <Z — at — a - 

I Oder 

t — at cc <C. X a at — a 

Oder endlich 

at 4" ^ 

und 7} ist nur von Null verschieden, wenn eine der beiden (ein- 
ander ausschliessenden) Ungleichungen (2), (3) erfiillt ist. 

Es pflanzen sich also von der anfanglich erregten Stelle aus 
nacli beiden Seiten Wellen mit der constanten Geschwindigkeit 

Fig. 23. 


a und der Breite 2 a fort, deren Hohe halb so gross ist als die 
Hohe der urspriinglichen Welle. Ausserhalb dieser fort- 
schreitenden Wellen befindet sich die Saite in der Gleich- 
gewichtslage. 

IL Es sQi f(x) — 0 fiir alle Werthe von x^ und F (x) sei 
von Null verschieden in der Strecke — a x a\ ausserhalb 
dieser Strecke sei auch F(x) = 0. Dann ist 


•i 

i 

A 
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(4) 



x + at 

f F{po)dx. 


X — at 


Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder einen Werth von t 

festhalten, class = 0 ist, wenn x — oder wenn x >-]- atc^ ot, 

also wenn 

X — at — a oder x'^ at a, 

Ist aber x — at <; — a und -f- > --j-- a, also 

•— at-]-a<ix<^at---a 

(was voraussetzt, dass at a ist), so bat rj den constanten Werth 

+ a 

^^F(x)dx = G, 


der durch den Flacheninhalt der Curve mit der Ordinate F (x) 
dargestellt werden kann. Wenn x zwischen at — cc und at a 

Fig. 24. 



liegt, so wird rj stetig von dem Werthe c zu Null abfallen', und 
ebenso, wenn x zwiscben — at a und — at — a .liegt. - Uie 
Figur 24 veranscbaulicht den Verlauf von tj. 


§• 88 . 

Unstetigkeiten. 

Wir haben in §. 86 ausdrucklicb die Forderung gestellt, 
dass die Functionen /(a;), /'(a;), F(x) stetige Functionen von x 
sein sollen. Es kommen aber in den Anwendungen Falle vor, 
die sicb einem Zustande stark annabern, in dem diese Voraus- 
setzung nicht erfiillt ist. Wir erinnern an das Beispiel der ge- 
zupften Saite, d. b. einer Saite, die etwa durch einen schmalen 
btift seitwarts gedrangt und dann sich selbst iiberlassen ist. 
Dann wird die Curve y =f{x) nahezu aus zwei geraden Linien 
bestehen, die in einem Punkte x unter einem Winkel an ein- 
ander stossen. In diesem Falle ist also/'(*) unstetig. Ebenso 
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I 

I 


kbnnen wir uns vorstellen, dass F(x) unstetig sei. Dagegen ist 
eine Unstetigkeit der Function /(«) physikalisch nicht zulassig, 
weil sonst der Zusammenhang der Saite aufgehoben ware. 

Nun zeigt uns die Betrachtung des §. 85 , dass auch diese 
Palle durch die bisherige Theorie erledigt werden. Denn wenn 
wir uns in den Reihen §. 85 (3) auf eine beliebige, aber endliche 
Anzahl Ton Gliedern bescbranken, so erbalten wir die Bewegung 
der Saite, die einem stetigen Anfangszustande entspricht, der 
sich aber dem thatsacblicb gegebenen unstetigen (der ja aucb 
nur eine Annaberung an die Wirklicbkeit ist) bis zu jedem Grade 
nahert, und wir werden daber aucb die Formeln §. 85 (8), (9), 
die den weiteren Verlauf der Bewegung darstellen, als eine An- 
naberung an den wirklicben Vorgang betracbten kbnnen. 


Fig. 26. Pig. 26. 



Um nacb dieser Metbode z. B. die gezupfte Saite zu be- 
handeln, setze man 

V = \ -j- at) — at)l 

nncl man kann leicht die auf einander folgenden Gestalten der 
Saite durch eine geometrische Construction finden, wenn man 


Fig. 27. 



j die Curven f{x at) und f(x ■ — at) gleichzeitig zieht, und das 

I Mittel zwischen ihren Ordinaten sucht; man erhalt so eine 

I Gestalt der Curve, die. aus drei oder aus zwei geradlinigen 

* Strecken zusammengesetzt ist. Die Fig. 26 und 27 geben zwei 

dieser Gestalten. 

Man sieht, dass sicli der eine Unstetigkeitspunkt beim Be- 
ginne der Bewegung in zwei theilt, die nacb vorwarts und nacb 
riickwarts mit der Geschwindigkeit at fortscbreiten. 


I 

1 
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Eine andere Behandlung dieser Probleme, bei der auf die 
Unstetigkeiten von vornherein Riicksiclit genommen ist, bat 
Christoffel gegebeni), der aus den geometrischen nnd mecliani- 
schen Bedingungen der Aufgabe Gleichungen fiir die Beweguiig 
der Unstetigkeiten hergeleitet hat. Wir gelangen zu diesen 
Gleichungen auf folgendem Wege. 

Es sei auf der Saite in einem bestimmten Angenblick t ein 
Punkt mit der Abscisse wo die Differentialquotienten drjjdx 
und drjidt unstetig sind, und also die Curve eine Ecke % 
bildet. 

Wir unterscheiden die Werthe der Functionen vor und hinter 
der Unstetigkeitsstelle durch den Index 1 und 2 (Fig. 28). Wir 
wollen nun weiter annehmen, dass diese Unstetigkeitsstelle in dem 


Fig. 28 , 



Zeitelement dt um eine Strecke mit der Geschwindigkeit c 
fortriicke, so dass = cdt ist, und es sei in Folge dessen der 
Unstetigkeitspunkt x in der Zeit dt nach x' fortgeriickt. 

Die erste der hierzu erforderlichen Bedingungen erhalten 
wir, wenn wir die Coordinate des Punktes x' in zweierlei Weise 
ausdrucken, einmal als Punkt der Curve dann als Punkt der 
Curve ri 2 , und beides einander gleich setzen. 

Wir erhalten so 


1 , dr}. 


Oder 




d4 




Diese Bedingung, die dieForderung enthalt, dass die Curven 
zusammenhaDgeiid bleiben sollen, kann auch so ausgedriickt werden, 


’) TJatersuoliungen fiber die mit dem Fortbestehen linearer partieller 
Differentialgleiohungen vertraglichen Fnstetigkeiten. Annali di Matematica 
Tomo Vin (1876). 
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T7 S ’W 

dass die Verbindung c-— -j- ohne Unstetigkeit iiber den 

0 00 Ov 

Punkt oc hinweggelien muss. 

Die zweite Bedingiing ist meclianischer Natur, und beruht 
aiif <3em Satze, dass ein Kdrx^er von der Masse (i, der wahrend 
einer unendlich kurzen Zeit dt von einer Stosskraft Q angegriffen 
wird, eine Grescliwindigkeitszunahme von der Grosse Qdt/^i in 
der Richtung der Kraft erfahrt. 

Das Element der Saite, das Mer eine plotzliclie Gescliwindig- 
keitsanderung erfahrt, kdnnen wir wegen der unendlich Ideinen 
Winkel, die hier iiberall vorausgesetzt sind (§. 83), von der Lange 
d § aianelimen, und seine Masse ^ ist also gleicli p d^lgl [§.83 (10)]. 
Da dieses Element plotzlich von dem Theil % auf den Theil 
iibergelit, so ist seine Gescliwindigkeitszunahme gleich 

\dtA 

Die Stosskraft erhalten wir, wenn wir die Spannung P am 
Anfang des Elementes in der Richtung 9^^, am Ende in der 
RictituTig 9?2 angreifen lassen, und die Summe der Componenten 
dieser beiden Krafte nach der Richtung der rj -Axe nehmen. So 
erlialten wir, da Avir bei den unendlich kleinen Winkeln den 
Sinus durch die Tangente ersetzen dllrfen, fiir diese Stosskraft: 

■ 

und es ergiebt sich also nach dem angefiihrten mechanisclien 
Princip die Gleichung 


also wenn wir d^ 


cdt und Pig Ip = setzen [§. 83, (12)] 


09 ? 0 9 ? 

und die zweite Bedingung ist also die, dass auch ~h 

ohne Unstetigkeit iiber den Punkt % hinweggehen muss. 
Setzen wir zur Abkiirzung 
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SO konnen wir die beiden gefundenen Bedingungen auch so dar- 
stellen; 

. cK+ K' = 0, 

a^K+cK' = 0, 

und wenn nun der Punkt % wirklicli ein Unstetigkeitspunkt ist, 
also K und K' nicht beide yerschwinden, so folgt aus (3) 

(4) — Ob\ c — ir a. 

Die Unstetigkeit riickt also mit der Gescbwindig- 
keit a entweder nacb vorwarts oder nach riickwarts, und 
aus (3) folgt nocb 

(5) ^ ^ a. 

Wenn nun aber an einer Stelle % eine Unstetigkeit 
beliebig gegeben ist, die der Bedingung (5) nicht geniigt, so 
miissen wir eine solche Unstetigkeitsstelle als durch das Zu- 
sammenfallen zweier entstanden betrachten, von denen die eine 
vorwarts, die andere riickwarts lauft. Haben diese beiden die 
Unstetigkeiten Zi, K{\ so ergeben sich zur Bestimmung 

dieser Grossen 

aK^-K{ = 0, 

w aZ2 + X 2 = o, k[ + k;, = k\ 

woraus Zg, Zi, Zg eindeutig bestimmt sind. 

Alle diese Verhaltnisse lassen sich leicht auch an den Aus- 
drilcken fur t] durch die trigonometrische Keihe, oder was das- 
selbe ist, durch die willkurlichen Functionen nachweisen, so dass 
sich diese Ausdriicke auch bei dieser Betrachtungsweise als giiltig 
erweisen. Es ist namlich nach §. 85 (9) 


^ ^ — + — af'ix — at) -j- F(x-^at) -f- F(x — at). 

(J t 


Wenn also die Functionen und F(x) bei x = ^ eine 
Unstetigkeit haben, so gehen auch nach diesen Formeln, wenn 
t von 0 an wachst, von diesem Punkt e aus je eine Unstetigkeit 
von d'Tijdx und mit der Geschwindigkeit a nach vorwarts 

und nach riickwarts, und wenn af^(x) -f- F{x) bei | stetig ist, 
verschwindet die riickwarts laufende, und wenn — af'(x)-j-F(x) 



I 

1 

'.i 
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I 

! stctig isit, (lie vorwiirts lauicndo Unstetigkeit. Beachtet man 

I nocli, tlass dcr Ausdruck 

+ If ™ 

fiir oin feststohondcs t bei a; — ^ at stetig iat, so (irkeimt 
man, dass diit Bodhigung erfullt ist, dass von dor boreits nacb 
’ vorwiirts gowandortcn Unstetigkeit nicht aborinals cine Unstetig- 

. koit nacb rUckwilrts liiuft. Dies wlirdo nur dann dor Fall sein, 

weim $ + ai = die Abacisse oiner zwoiteii Unstotiglccdtsstidlc 
von f (.<■) tind F{.t') wilre. I'ls wiirdon dann die von | und 
auslaufenden Unstetigkcitswollon (iinfacli liber cinander hinwog 
laufen. 

§. 89. 

B eispiol. 

Wir kiinnen in nianclien Fiillon die Bowegung dcr Saite 
olme die allgcmoino Thcorie, niit Benutzung dor Bodingungon, 
die ira vorigen Paragraphen fiir die Bowegung dor Ua8totigk(uton 
aufgoHtellt Kind, bcHtirunion. Dios soil das l'olgond(! Bcispiol 
zeigon. Dazu lionnirko man zunilchst, dass dio Ilauptgloiidiung 
IS. 8:t (18)1 idontisch befriedigt ist, wonu sowolil in Bozug auf 
'X als in Bozug auf t linear ist. Es bostolit dann die. Gestalt 
I dor Saite in jedoin Aug('.nblick(^ aus goradlinigon Strtickon, Wir 

I Fig. 2D. 

L 


wollen desn Fall betrachton, dass sick dio Saite nur in zwei 
solcbe Strockon tlioilt und also die beistobende Gostalt bat (Fig. ‘29). 

Da wir den Anfangspunkt dor Zeit beliobig wiiblon kdnnon, 
so setzen wir 

. “ aia;(f — t,), 

worin a,, Oj zwoi Constanten sind, und wodurch dor Bodingung 
geniigt ist, dass dio Saite in den Punkton = 0 und x — I fest 
sein soil. Wir berechnen die Abscisse | des SoluiittpunkteK x, von 



L 
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Klftor xVbsclnult. 




(lem wir aimcliinen, class er iriit tier cHHistuuteu (it'seliwindi^^- 
keit a iiacli vorwilrts Avandern soil. Wir erluilten ^ auB dta* 
Gleicliung: 

«i — /,) — «,.{/ 

und (la ^ cine gauze linoan* Function von / stun niusH. so t‘r- 
giebt sich 




— 

«, r- a.i r 



worm cc eine 

neuc 

Constantc ist. h 

Is folgt 

dunn 




, It 






^ "" h 

h 


II 

o 

CD 

und aus (1) 

folgt nun 



(2) 

rji = 

a(l — 

at)j\ Vi 

r- ail - 

- / JO, 

und wenn wir - 

-Vi — 

11 

Btdzen 



V - 

- uQ - 

-at)i rr 

a(l - 



i = 

= at, 

V = 

ail — 

^1 i 

Es ergiebt sich aber 

aus (2) 



(4) 

^Vi _ 
dx 

= ““ 

- at), ^ 


« aai, 

(5) 

dVi 
dt “ 


7 a 

ci 

ail -- 

also, wenn man x * 


at setet, 




0 p> + 

dm 


drii 

ft 


a®*?* + 


aa{l 




entsprechend der Bedingung §. 88 (1) od&r (2). 

Fur t = 0 hat die Saite die Oleichgowiclikliigo uu«l 
nur aus der Strocke Die Geschwindigkeit wird duim flurtdi 
die Formel (5) beatimmt; sio iet positir utid Inn j - • () unstidig. 
Wahrend nun at von 0 bis I geht, liluft der 1‘urikt x niit der 
in der jc-Richtung constanten Qeacliwindigkeit a von 0 Inn f ttml 
X beschreibt oinen Parabelbogen [nacli (3)). Flir at I ist die 
Saite wieder geradlinig. Die Qeschwindigkeit ist «lareh die erstc 
Formel (5) bestimmt. Sie ist nogatir und bei x s= I unstetig ; 
von nun an geht der Endpunkt wieder zarUck, iat aber natdi 
unten gekehrt. 

Betrachten wir noch die Bewegung eines einzelnen Punktos 
mit der Abscisse x als Function der Zeit, so er|p,*^kt sich, da« dieser 
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Punkt, so lange er der Linie % angebort, also wahrend at von 
0 bis ^ geht, mit gleicbformiger Geschwindigkeit in die Hohe 
steigt, ^on da an aber, wahrend at von x bis Z geht, wieder 
mit gleichformiger Geschwindigkeit bis zur Gleichgewichtslage 


Fig. 30. 



hinabsteigt. Von hier an wiederbolt sich das Spiel nach der 
entgegengesetzten Seite. In der Figur 30 ist ^ als Function von 
at dargestellt ftir ein das kleiner ist als |Z. 

Nacli Helmholtz 1) bewegt sich nahezu nach diesem Ge- 
setze die Violinsaite. Der Bogen ertheilt dem Punkte, in dem 
die Saite gestrichen wird, eine der Fig. 30 entsprechende Bewegung. 

Die Lehre von der Tonempfindung, 2. Auflage, Brauns cliweig 1865. 
Wissenschaftl. Abhandlungen, Bd. 1, Leipzig 1881. Vergl. auch Harnack, 
Math.em. Annalen, Bd. 29, S. 486 (1887). 
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Die Riemann’sclie Integrationsmethode. 


§. 90. 

Allgemeine Integration der Differentialgleichung 
der schwingenden Saite. 


Wir wollen. das Problem der schwingenden Saite noch nach 
einer anderen Metliode behandeln, die uns die Losung nnter 
noch allgemeineren Voraussetzungen geben wird, und die zugleich 
Aufschluss giebt hber die Grenzbedingungen, die zur yollstandigen 
Bestimmung der Losung nothwendig und hinreichend sind. 

Eiemann hat diese Methode zuerst auf ein allgem eineres 
Problem angewandt, wie wir spater noch sehen werdeni).* 

Wir betrachten die Differentialgleichung §. 83 (13) 






und setzen darin zur Vereinfachung 


( 1 ) at = y, 

so dass die Differentialgleichung die F’orm annimmt: 


( 2 ) 


d^Tj 

d dx^ 


Zur Veranschaulichung wollen wir nun y als recht- 
winkelige Coordinaten in einer Ebene deuten. Dem Anfangswerth 


') Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicber Scbwingungs- 
weite. Riemann’s gesammelte Werke, 2. Aufi., S. 171. (Letzter Abschnitt 
dieses Werkes.) 
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(4) 




t 0 Oder y = 0 entspricbt dann die a; -Axe, den Enden der 
Saite x = 0 und x = l entsprechen zwei zur y-Axe parallele 
Gerade. 

Wir wenden nun in dieser Ebene das Gauss’scbe Theorem 
in der Form an [Bd. I, §. 39, (9)]: 

d X dy^ 

worin sich das Doppelintegral ilber ein Flacbenstiick 8 erstreckt, 
in dem Ui V stetige Functionen des Ortes sind, und das einfacbe 
Integral auf die Begrenzung dieses 
Flachenstiickes, was im. positiven 
Sinne zu umkreisen ist. 

Darin nebmen wir 

TT ^ V IT* ^ V 

und setzen also diese beiden Diffe- 
rentialquotienten als stetig voraus. 

Dann folgt aus (4) und (2) 


Fig. 31. 


(5) f( 


dy dx 

dx ^ ' dy 


:) = 0 . 



Jetzt wollen wir das Flacbenstiick 8 folgendermaassen an- 
nehmen. Wir ziehen von einem beliebigen Punkt der die 
Coordinaten ri?!, y^ haben mag, fiir den die Function r] bestimmt 
werden soli, die beiden gegen die Coordinatenaxen unter 45^ ge- 
neigten Geraden 

(6) X — y — Xi—yi, x y = Xi -j- y^ 

und begrenzen das Gebiet jS durcb diese beiden Linien, und 
eine einstweilen noch unbestimmte Curve c, die diese Geraden in 
«, /3 treffen soli, wie die Figur 31 zeigt. 

Es ist dann dx = dy an (a, und dx = — dy a.n p). 
Folglich 

J (li J (S 

a a 

Kli S' + B "*)=- 1 If 

P I* , 

und es folgt also aus (5): 

Elemann-Weber, Partielle Differentialgleichungen. H. 15 


1 ' ■ '■ I - UI I i.i.i i | pp^^WPiWPWppi 
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(7) + »?,« + j + || 

a 

worin das Integral von a Ms /3 liber die Curve c genommen ist. 

Hieraus ist zu sehen, dass die Function ri in dem Punkte p 
bis auf eine additive Constante eindeutig bestimmt 
ist, wenn langs der Curve c zwischen a und p die Differential- 
quotienten d^ijdx und drjjdy gegeben sind. Denn dann ist 

( 8 ) = 

an der Curve c gleichfalls gegeben, wenn der Werth von rj ausser- 
dem nocli in einem Piinkte dieser Curve gegeben ist. Man kann* 
auch langs der Curve c die Function rj selbst nebst ibrem nacb 
der Normale genommenen Differentialquotienten gegeben an- 
nebmen. Der Werth von rj im Punkte p bangt M.ernacb nur 
von dem Tbeile der Curve ab, der zwiscbeig^ oc and 
verlaufi \ 

Um aber die Frage zu beantworten, in wie weitMer ge- 
fundene Ausdruck fiir rjp den Bedingungen fiir dieseFunctio^wirk- 
lich geniigt, setzen wir den Ausdruck (7) nacb (8) in die F^rmi 

= 1 (i B + KS + If 

- Kli “*»+ S '*.')+ j (li '*»+ If 

Oder: 

(9) 271^ = I {dx-dij) + I + (dx -{-dy), 

worin die Integrale so zu verstehen sind, dass sie von einem be- 
liebigen unteren Grenzpunkte aus langs der Curve c bis zu dem 
Punkte a oder /3 zu fiihren sind. 

Lassen wir nun p variiren, also um dy^ wacbsen, 

so bleibt a nacb (6) ungeandert, wenn — y^ ungeandert bleibt, 
und /?, wenn x^ -j- y^ ungeandert bleibt, und es ist 

(10) dxa — dya = dx, - dy,, dx^ + dy^^ = dx, -f cly„ 

also durcb Differentiation von (9) 





1 
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fill 


,'f.i X 

'<■ .'//« 

'() q 

-L iTi) 

J- ./• 

yJ.i 


t/i) 

ulx\ -f- dyi)' 


Sctzcn wir liliigs tier t'urvo c 


uinl bozcichiK'n init 9 ,(«), <Pi{u) dio Wcrtlio dii^sor Fuuctioncn 
in oinera I'unkto «, so ist naoli (11) 


2 rr^ = fp, («) - fpa («) I . rp, (/I) + (/I), 

(la) 

71/7 ” ”” ^ 

Durcli (9) ist rj,, in zwoi liostHnclthoilo rjp, -rjp zerlogt, wenn wir 

n'v 2 J (di ' Vp = T 

setzcn, und fiir dioso orgiobt sich wie in (13); 


2^ 

a Xi 


cp, (a) - <p, («), 2 (ti) 4- <)Pa (/I), 

<Pi{«) -f- (psi(«), 2 q), (ji) 9a (/J), 


und folglich 

^ =- r?jif 

fijTi • ba-i d|/i’ 

und darauH Idlgfc, dasa die Difforoiitialgloiclmng (2) duroh Tj'p und 
duroh q'p, also nuch durch j/,, = + Vp befriedigt ist, worm x, y 

dutch Xi, Pi araetzt wird. 

In liezug auf die Grcmzbedingungen baben wir abor zwei 
F&Ue zu unUrt’aclieiden, 

I, Wir nebmen eiri StUck a, b dor (Jurvo c, das von keiner 
unter 46“ gegen die Coordinatenaxen goneigten Geraden in mehr 
als einem Punkte geschnitten wird (Fig. 81). Wenn wir dann 
den Punkt p naoh a rUcken lasaen, so rbckfc (i zugleich naob 
« und die Obichungen (13) orgeben 


/ 
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und Entsprechendes gilt, wenn wir p nach rticken lassen. In 
diesem Falle also konnen die Differentialquotienten von an der 
Curve ah beliebig gegeben ‘sein, 

2. Anders liegen die Verbaltnisse aber, wenn eine unter 45° 
gegen die Axen geneigte Linie etwa eine Linie x y = const, 
die Curve zweimal schneidet Dann wird, wenn p nach a riickt, 


Fig. 32. Fig. 33. 



^ nicht nach sondern nach einem anderen durch cc bestimmten 
Punkt a* riicken (Fig. 32), und wenn dann die Differentialquotienten 
von 92^? Punkte a in (a) und iibergehen sollen,^ so 

muss zwischen diesen beiden Functionen nach (13) die Relation 
bestehen: 

(14) (a) + 9)2 («) = (pi (w') 4- 9>2 («'), 

diese beiden Functionen sind also nicht mehr langs der 
ganzen Curve willkiirlich. 

Ebenso ergiebt sich, wenn eine Linie x — y = const, die 
Curve c in zwei Punkten schneidet, fiir zwei solche Punkte 
aus (13) die Bedingung: 

(15) gPi(/3)-9P2(^)-(Pi(i30-92(/3'). 

Wir erhalten hiernach auf der Curve, langs deren die Diffe- 
rentialquotienten von rj gegeben sind, gewisse kritische Punkte 
a, by die, wenn die Curve stetig gekriimmt ist, dadurch bestimmt 
sind, dass die Tangenten dort einen Winkel von 45® mit der 
a?- Axe einschliessen (Fig. 33). Langs ab konnen dann die Diffe- 
rentialquptienten von rj beliebig vorgeschrieben sein und dadurch 
ist die Function rj in dem ganzen Dreieck abg (sogar in dem 
Rechteck gag'b) eindeutig bestimmt. Ueber a und b hinaus 
sind die Differentialquotienten von rj nicht mehr willkiirlich, son- 
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dern an die Relationen (14), (15) gebunden (wenigstens wenn in 
ag nnd hg die Differentialquotienten von rj stetig bleiben sollen). 

Die kritischen Punkte konnen auch Ecken in der Curve c 
sein, wie wir nacbher an einem Beispiele seben werden. 

Die Relationen (14), (15) ergeben sich nach der Bedeutung 
(12) der Functionen g) aucb einfach aiis der d’ Alembert’scben 
Form des Integrales nach der tj die Summe einer Function 
von x-{-y und einer Function von x — y ist. Setzen wir hiernach 

v + y) +/i (^ — y\ 

SO wird 

|| + || = V(* + J) 

eine Function von x y allein, und kann also in den beiden 
Punkten a, in denen x y denselben Werth hat, keine ver- 
schiedenen Werthe haben. Dies besagt die Relation (14), und 
ebenso wird (15) abgeleitet. 

Die Form der Grenzbedingungen, die hier vorausgesetzt ist, 
wiirde auf solche Probleme anwendbar sein, bei denen vorge- 
schriebene Werthe von dri/dx^ d7}ldy nicht in einem Augenblick 
iiber die ganze Saite gegeben waren, sondern nach einem ge- 
gebenen Gesetze mit der Zeit liber die Saite dahin wanderten; 
dieses Gesetz findet dann eben in der Curve c seine geometrische 
Darstellung. 

Darauf lasst sich auchein praktisch wichtiges Problem zuriick- 
fiihren, was in jiingster Zeit von Wirtinger angeregt und von 
Radakovic gelost ist^). 

Es handelt sich dabei um die Bewegung einer Saite unter 
dem Einttuss einer Kraft von gegebener (auch mit der Zeit ver- 
anderlicher) Starke, deren Angriffspunkt nach einem gegeben en 
Gesetze liber die Saite wandert. 

Es sind dies Verhaltnisse, wie sie^ in grossem Maassstabe, 
etwa bei einer Eisenbahnbrlicke bestehen, wahrend ein Zug 
dariiber fahrt. 

Wir konnen lins den Vorgang so vorstellen, dass im Augen- 
blick t an der Stelle x = i eine Stosskraft ftP auf ein Massen- 


^) Radakovi6: „Ueber die Bewegung einer Saite unter der Ein- 
wirkung einer Kraft rait wanderndem Angriffspunkt^. Sitzungsberichte der 
Wiener Akademie, 108. Band, S. 577 (1899). 
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element ft cler Saite ausgeiibt wircl, worm | und P gegebene 
Functionen der Zeit sind. Dieser Stoss wird eine plotzliclie Ge- 
schwindigkeitsanderung von ft hervorrufen, die gleich P ist. 

Fig, 34. 



Die Abhangigkeit zwischen | und t oder zwischen | und y 
wird in nnserer soy-'Ehme durch eine Curve c' dargestellt (Fig. 34), 
und an dieser Curve besteht mit Riicksiclit auf (1) die Bedingung 



wahrend 7} selbst an dieser Linie stetig sein muss. Folglicli ist 
auch 

dTj d^drj 
dy'dydx 

an d stetig, und daraus ergiebt sick 

O’) 

Die Difierentialquotienten drjjdx^ haben also an der 

Curve d vorgeschriebene Unstetigkeiten: 



Man muss dann bei Anwendung des Gauss’schen Satzes 
auf die Flache S beide Ufer der Curve d zur Begrenzung rechnen, 
und erhalt auf der recbten Seite der Formel (7) ein Zusatzglied: 

-.\^{Xdy + Ydx), 
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wobei aber niir iiber den Theil der Curve d zu integriren ist, 
der innerhalb S liegt. Specielle Beispiele dieses Problems sind 
in der erwalmten Arbeit von Radakovic enthalten. 

§. 91 - 

Erzwungene Scliwingungen. 

Nach der im vorigen Paragraplien auseinandergesetzten Me- 
thods lasst sich das Problem der erzwungenen Scliwin- 
gungen einer Saite bebandeln. Wir -verstelien darunter die 
Bewegung einer gespannten Saite, bei der die Enden eine vorge- 
schriebene Bewegung haben, wahrend zugleich irgend ein 
Anfangszustand gegeben ist. . 

Ein specieller Fall ist es dann, dass das eine Oder auch alle 
beide Enden fest sind. Eine solche Bewegung ist realisirbar, 
wenn etwa die Enden mit Stimmgabeln ver- 
bunden sind, die eine bekannte Bewegung 
•haben. 

Die Curve c, die wir im vorigen Para- 
graplien benutzt haben, setzt sich jetzt aus 
drei geradlinigen Ziigen zusammen, von denen 
der eine ein Stiick der aj-Axe von der Lange 
der Saite, die wir bier zur Langeneinheit 
nehmen wollen, ist, wahrend die beiden an- 
deren der jy-Axe parallel nach der Seite der 
positiven y Ins Unendliphe verlaufen. Die kriti- 
schen Punkte sind dann die beiden Ecken a, h 
(Fig. 35). Das Gebiet, in dem die Function y gesucht wird, ist 
der in der B,ichtung nach JL, B unbegrenzte rechteckige Streifen 
(ahAB). Die Grenzbedingungen seien die folgenden: 

(1) fiir ^ = 0, 0 < a: < 1: 

r=/(«), ^ = 

(2) fur X = 0^ y ^ 0: 

(3) fur a? = 1, 2 / > 0: 

Hierin miissen 

f{x), F(x),fix); ®( 2 /), IP" (2/), 


Fig. 35, 
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stetige Functionen der Argumente sein uud wogeii <l(‘r Stotigkeit 
in den Ecken muss 

g,(0) =/(0), a»(0) =/'(0), ’F(O) ~/'( 1); 

^(0) =/(l), <p'(0) = «/''(“) ^'’(1 » 

sein. Ferner ist dabei zu bemcrken, diiss fix) mul F(x) nur 
fiir die Argumentwerthe zwisclieu <i und 1, nur fdr 

positive Argumentwerthe gegcben sind, un<l dsiss V(ti) 

durch die iibrigen Functionen [nach DO (14), bestimmt 
sind, worauf wir nackher zuriiclckomuKui. 

Wenn wir nach der Formal §. DO (7 ): 

(5) 2 = tja + »?,i 4- I d y -4- (A/-) 

It 

die Function bestimmcn woUen, habon wir, win din Fig, 36 
zeigt, vier Theilgebiete I, II, III, IV zu uiitnrHt-lii-idnn. Hezeichnen 
wir jetzt die Goordinaten des Punktna p(odnr//, p'\ p"')mit a:, j/, so 
haben in dem Gebieto I die Punktn tt, /3 di<^ Goordinsitnn x — y, 
X y, und ahnlich sind die Goordinaten d<T I’unktn u\ 

/3"; os'", (3"' fur die drei anderon Gebieto linstimmt. Dann 
ergiebt die Formel (6), wenn wir die Ititegratioiisviiriabla mit os 
bezeichnen: 


f If 


(6) 2/ < se, 2/ 4- ® < 1 : 

2'jj ~f{x — 2/) 4" /(® 4" y) + j" !'’('*) (iin Gc.biet I); 

(7) y>x, y-\-x<,\\ 

2f] == (p[y _ a;) -|- f(^ x) — [ 0{u)da -f j F(ft}dei 

« ft 

(irn Gebiet U); 

(8) y<x, y-{-x>l'. 

t * i » • 1 

— y) 4" y — I l‘'{ti)da 4" j V>‘(<x)d(x 


* ■ - V 


(9) y> X, y-j- X > 1 ;. 
2v — g>(y—x)-j-ilj(x-j-y—l)- 


(ira Gebiet III); 


-J a>(ce)d«4-| W(a)dix 

0 ^ H 

(im Gebiet IV). 


,Kr2'wun fj ene Sch wing ungen. 


233 


lis bleibt noch iibrig, dio Functioinui d>0/), WQ/) nach §. 90 
(M), (15) zu bestimmeu. Niich §. 90 (12) ist darin zu setzcn: 

Vi == f ~ (^) *'■'1 <^cr Strecke (ic h), 

9i — 92 = 9'('/) „ „ „ {a A), 

<Pi = 92 = ^'(y) « ,, „ (i-i?), 

und die dort unit «, a', ( i , /I' bezoichiuitou Puiiktc habon die 
Coordinaten 

y I y? yi i ?/> O) 

wenn y <; 1 ist, und 

0, y; 1, y—1; I , y , (), j/ •— 1, 
wenn y >■ 1 ist. Wir erhalton daher: 

rioi ^ I « ^ 1 

^ ^ ^ _ 7/(1 „ y) 4. y^(i „ y) (,/) I ^ ^ ' 

<!)(//) = a|r(y _ 1) + ^.(^ _ 1) „ g,/(^) , 

^ ^ »F(2,) = ^(y » 1) ,,'(2/ - 1) + 9'(y) r 

Flir y = 1 ergobon boide Ausdriicko nach (4) fUr (2>(1) und 
9'‘(1) densolbon Worth, und es sind also dutch (9) und (10) 


(I>(i/) und ’/'■(j/) als stotige Functionon g(( 

fur i)eliobigo Argumentwortlie hestimmt. ^ » B 

Zur Veroinfachung wollon wir bei der 5 . 

weitoren Discussion diesor Ilosultato dio An- / \ , 

nahine machon, dass 9(y)==0 ist. Dies ont- ^ 

spricht dom Falle der schwingendon Saito, in / * 

dem das eino F<nde, x— 1, feat iat, wilh- “ P^V /p* 
rand das audere Endo a? = 0 in einer go- 
gobenen Bewogung begriffen iat. y/^\V 

Dazu kommt ein boliohiger, an dio Bo- / / /tvV\ 
dingungen (4) gebundenor Anfangszuatand * *' “ 

[F(l) = 0,/(1) = 0]. 

Unter dieaer Voraussetzung ergiebt sioh aus (10); 

<2>(y)= J''(y)+/'(y)-9'(y), 

w{y)=^-FO.-~-y)Jrf{^-y\ ’ 

<» 

und wenu man in den Oleichungen (11) hiervon Gebrauoh maoht: 

®(2/) == - n^-v) +/(2-y) - 9'(y), 


« 


y < 1) 


(18), 


■P’(y-i) + /(y- 


2<p'(y— -1), 


l<y<2. 
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Hierdnrch sind die Functionen ^(y) und ^(y) i 
vail 0 <C y <Z 2 bestimmt. 

1st ^ 2, so wenden wir die Formein (11) 

halten 

0(y) = W(y — 1) — (p'(y), 

W(y - 1) = - 2) - (p' (2/ - 2), 

also dnrch Addition dieser beiden Formein: 

( 14 ) ^(y) = 0(y — 2) — (p’(j^) — (p'(y — 
und ebenso aus (11) 

W(y) = 0 (y-l)-<p'(y-l), 
<l>{y — 1) = W(y — 2) — (p'[y — 1), 
woraus wieder durch Addition: 

( 15 ) ^{y) ^W(y-2)-2 {y - 1 ). 
Daraus ergiebt sich dann flir jedes positive y 

^{y + 2) = ^{y) — (p'{y) — ^'(j/ -)- 2), 

^{y + 4:) = ® (2/ + 2) — 9' (2/ + 2) — gj' («/ 

und folglich fiir ein beliebiges ganzzabliges n 

(16) 0 ( 2 / + 2n) = 0 ( 2 /) - cp^y) — 2(p'(y + 2) 

— 2 9' (2/ + 2 n — 2) — <3 d' (2/ + 2 n ), 
und auf demselben Wege 

(17) ?F(2/ + 2n)=^(2/)-2^'(2/+l)-29'(v/ 

— 2 g?' (2/ -f 2 n — 1). 

Wir wollen als Beispiel die Annahme machen y' 
worin I eine relle Zahl ist. Urn zu reellen Resultaten 
liaben wir in den Endformeln den reellen Tlieil und 
naren Tbeil fiir sick zu betrachten. 

Es ist dann 
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2 ^ ( 2 / -f- 1^ 2 g)'(y -)- 3) 2 93 ' 2 n — 1) 

= 2 + — — Oder = 2ne^^^-^y + ^\ 

^27ft A 

W enn also X nicht eine ganze Zahl ist, so bleiben die Ausdriicke 
(16) und (17) mit wacbsendem n in endlichen Grenzen einge- 
schlossen. Ist aber X eine ganze Zabl, so wacbsen diese Aus- 
driicke nnter fortwahrendem Schwanken zwischen unaufhorlich 
wachsenden Grenzen und diese Eigenschaften der Bewegung iiber- 
tragen sich auch auf den Ausdruck (9) fiir -)]. 

Wir haben friiber gesehen (§. 84), dass die Schwingungs- 
dauer des Grundtons unserer Saite (von der Lange 1 und mit 
dem Werthe a = 1) bei festgehaltenen Enden gleich 2 ist, und 
dass die Schwingungsdauer des harmoniscben Obertones 
gleich 2ln ist. Bei der Annahme, die wir bier gemacht haben, 
ist 2/2 die Schwingungsdauer der gezwungenen Bewegung des 
Anfangspunktes unserer Saite, und es folgt also daraus, dass die 
Schwingungsamplituden der Saite in endlichen Grenzen einge- 
schlossen bleiben, wenn die Schwingungsdauer des Endes nicht 
mit der Schwingungsdauer eines der harmonischen Obertone iiber- 
einstimmt. Fallt aber die Schwingungsdauer des Endpunktes mit 
der Schwingungsdauer eines der Obertone zusammen, so wacbsen 
die Amplituden unaufhorlich. Hat also der eine Endpunkt der 
Saite eine Bewegung, die zum Grundton der Saite harmoniscli 
ist, so wird die Saite in kraftige Mitschwingung versetzt. Selbst- 
verstandlich gelten aber unsere Formeln nur so lange, als die 
allgemeine Grundlage der Theorie, die auf der Annahme unend- 
lich kleiner Bewegungen beruht, noch zulassig ist. 
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Nehmen wir z. B. eine einseitig u 
an ihrem Ende cc ^ 0 einen fiir all 
wegungszu stand hat, so dass 


(1) r} = f(y), 


F{y), fiir x = 


so konnen wir, wenn/(i/), F(%j) fiir al 
sind, ehenso iiitegriren, als ob bei einei 
der Anfangszustand gegeben ware, und 


— f{y — +/(2/ 4- 


Da es nun physikalisch undenkbar 
tretender Zustand des Endes einen Eini 
der Saite hat, so ist dies Resultat bei 
37 ^ dadurch zu vers 

y ^ derer Einfluss j 

wirksam ist. 

Jm F Nehmen w 

J jr f(y) ill eine 

^ \F punkt herum 

A jjr so wird rj in d< 

X unter 45<^ geg 

Streifen von N 
: .r\ • wird also eine ‘ 

dem Dnendliche 
4 =- = :,eL\ feste Ende unc 

zuriickkehren. 

Durch (2) 
Function von a 
von X — y dargestellt, und wenn nun ri 
abhangig sein soil von den Werthen dei 
fiir grossere Werthe von also spal 
der Theil . der vnn nr. — U /)# 
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der Ersclmtterung an eine Welle langs der Saite nach vorwai 
laufen. 


§. 93 . 

Einfache liarmonische Schwingungen. 

Bereits Lagrange hat die allgemeine Differentialgleichii 
der analytischen Mechanik anf unendlich kleine Oscillation 
materieller Punktsysteme und besonders auf das Problem <3 
schwingenden Saite angewandt. Auf dieses Hiilfsmittel bat Lc 
Rayleigh zuriickgegriffen und daraus eine Integrationsmetlic 
hergeleitet, deren Grundgedanken wir bier kurz darlegen u 
auf einige einfache Probleme anwenden wolleni). 

Wir betrachten zuiiMist ein System, dessen Lage durch ei 
endliche Anzahl Yon einander unabhangiger veranderlicher Gross 
0.2 •••1 die wir seine Coordinaten nennen, bestimmt wird, \ 
wir es in §. 121 des ersten Bandes erklart haben. Dieses Syst( 
soli unter dem Einfluss irgend welcher nicht naher bestiinmi 
Krafte eine stabile Gleichgewichtslage haben, der ( 
Werthe Null der Coordinaten entsprechen. Durch eine anfar 
liche Storung fiihre dieses System nun Schwingungen um di( 
Gleichgewichtslage aus, bei denen wir voraussetzen , dass < 
Werthe der Coordinaten ^ 2 ? •••? 2n immer unendlich kh 
bleiben. Nach Bd. I, §, 121 hat die potentielle Energie Y diei 
Systems in der Gleichgewichtslage einen Minimumwerth, den t 
gleich Null annehmen konnen. Wenn wir also V nach Poteiu 
von entwickelt annehmen, und mit den Gliede 

zweiter Ordnung abbrechen, so ist V eine homogene Functi 
zweiten Grades der die nur verschwindet, wenn die samr 
lichen Yerschwinden, und ausserdem nur positiYe Werthe i 
nimmt (eine definite positive Form). 

Wir setzen 
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rentialquotienten dqji/dt^ so ist auch die Mne 
eine definite positive Form zweiten Grades der 

^1? 0.2 • • *5 

die wir so bezeichnen: 


(2) ‘IT . 

worin die a^-k = ciich gleicbfalls Constanten d 
Hieraus erhalt man die Differentialgleichungen 
der L'agrange’schen Form Bd. I, §. 128: 


(3) 


dt dqjc dqic 


Wir erhalten also in (3) ein System line^ 
gleicbungen mit constanten Coefficienten , das n 
integrirt werden kann. 

Die Gleicbungen (3) werden nach (1) und ( 


0 ) 


rfsgi , I d^' 

— — CiTcqi — C2h02 CnJzOn, = 


und von diesem System suchen wir ein particul 
der Form 

(5) qj, = An cos(mt — a), h = 1, 2, . 

worin m und a von h unabbangig sein sollen. 

Es ergiebt sicb dann zur Bestimmung von m 
System von Gleicbungen 

(6) Aiiainm^ — Cn) -f- A2{a2Tcm^ — - 

-f- An{anTcm^ Cnk) — 0, 

woraus man die Gleicbung Grades 


^11 ^ ^11? ^ — C21, . . X — ( 


^1 n ^ ^2 n ^ 


C 2 n 


(7) 


(^n n ^ ^ 
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Nach ciiiem belamnten Satze der Algebra i) kann man dur 
eine lineare Substitution zwei cj[uadratische Formen gleichzeii 
so transformiren, dass in jeder von ihnen nur die Quadrate d 
^ ariablen vorkominen. Sind die Formen definit und positiv, 
liaben alle diese Quadrate positive Coefficienten, die man fiir cl 
eine dor beidon Formen nocli willkurlich, etwa gleicli 1 annehmi 
kann. 

Wendet man diesen Satz auf die Functionen T und V a 
so ergiebt sich, dass man an Stelle der Coordinaten ... 

ein mideres System von Coordinaten Qn einfllhren kaii 

in dem die Functionen T und V die einfache Form annelime 

fQ. 2 . 7 '=^ (/r+ h C 

2 F — Qf ““ 1 “ QJ Qn: 

Mild darin sirid die mlj ... ml die Wurzeln der Gleichung (' 
Man sieht bieraus, dass, wenn V und 1 \ wie wir angenommi 
iial>en, positive delinite Formen sind, die Wurzeln dieser Gloichui 
alle re ell uiul positiv sind, und dass also die qu nach ( 
periodisebe Functiotum den* Zeit sind. Wenn diese Wurzeln al 
von cinander verHcbieden sind, so sind die ([>3, ... Qn dur< 

clio, in ('8) liegoinbvForclcrung als lixieare Functionen derVariabb 
cindeutig bestimmt. Es konnon aber au< 
gbuche Wurzeln vorkommen, und dann giebt os unendlicli vie 
Iiostimrnungsart(ni dieser Unearen Functionen. 

Dio Varialden Q^^ ([>2, ... heissen nach Rayleigh norma' 
C o orditiaton des Systems. Sie sind dadurch ausgezoiclmi 
dass die, einfachen hannoiiischen Schwingungen nur je eine dies 
Variablen voriindern. Fiir dioso Variablen werden die Difforentir 
gleiclumgen (,‘]j 

- 0, 


nnd dalier 
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§. 94. 

Variirte Systeme. 

Durcli das Vorhergeliende ist das Froble 
Schwingungen eines Systems auf die Bestimmun^ 
Coordinaten , also im Wesentlichen auf die A 
Gleichung Grades zuriickgefiihrt. Dies Res 
nun mit Vortheil anwenden, um den Einfiuss zu 
kleine Aenderungen in der Verfassung des Sy 
Schwingungsvorgang haben. 

Um dies zu zeigen, gehen wir aus von ei: 
dessen Lage durcb die normal en Coordinaten Q 
so dass also die Functionen T und V durch d: 
§. 93 dargestellt sind. Daneben betrachten wir 
von nur unendlich wenig verschiedenes System 
und V die allgem einen Ausdriicke §. 93 (1), (ii 
nehmen dann die Grossen 

C^il 1? <^125 ’** ^In? 1 

^ 2 lJ ^22 1 ? ’** ^ 2??- 5 ^211 ^22 ^ 2 ’ 

*** ^nn l^ ^nli ^n2i **’ ^nn 

als unendlich kleine Grossen erster Ordnung an 
Potenzen und Products gegen die niedrigeren zu 
sind. 

Die dem System S' entsprechenden harmoi: 
gungen seien nach §. 93, (5) 

(1) cos (ft t — ft), Af cos (ft f — ft) • ■ • Alf 

so dass ft®, ft®, ... die Wurzeln der Gleichuiif 

nrirl Rirh vnu ... w)?. ■nnr nm nTiAnrimUi 


§. 96 . 


Anwendunii^ uuf die Hch w iuj^ende Saite. 


24 


Nehmeii wir zunii(*.h8t aus den Gleidmiigen (2) die herau: 
in denen h — k int, so siud darin nach der V oraussetzung all 
Glitaler unendlich klein von der zweiten Ordnung mit Ausnahm 
des 

uiid es muss also anch dieses Gliod, d. h. (akh^n ~ Guh) unend 
lich klidn in der zweiten Ordnung sein, und kann mit der hie 
festgehaltenen Anniilnuning — 0 g(‘S(‘tzt werdon, Es ergiebt sic 
hieraus 

t(hhm (\h fifi), 

und da — fiji unendlich khdn von der ersten Ordnung is 
so kann auf der rechUm S(‘it(‘ uuh dundi I ersetzt worden. Ma 
erhillt so 
(:t) 

wodurch die Variation (h^r Perioden d(*r einzelnen harmonische: 
Schwingungen hestimint ist 

Ih‘tracbtan wir zweatens cine der Gleichungen (2), in der 
von k verstdiieden ist^ ho bhulmn zwei Glieder, die nicht unend 
Iic‘h klein von der zweit(*n Ordnting sind: 

und wenn man deren Summe Null scdzt, uud, was erlaubt is 
^4. fhk, Ckk durcdi ml, I, ml ersetzt: 

, _ fthk^n'i <‘hk^ 

^ ' yjj'” m'i — mji 

§. 1 ) 5 . 

Anwotulung auf die schwingondo Saite. 

Ohwohl ditmc' Dfttrachtuni/en zuniudint riur auf solcho Svstein 
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Anwendung auf die Transversalschwinguiigen eine 
Saite machen. 

Wir nehmen an, dass die Schwingungen in 
stattfinden, und bezeichnen wie im §. 83 mit ri 
eines Punktes mit der Abscisse so dass rj eine 
X und t ist Die Lange der Saite ist Z, die Mas 
mentes der Saite ist [§. 83 (10)] 

pdx 

Oder wenn wir p = ggl setzen, so dass Qg das G 
Q die Masse der Langeneinheit ist: 

= Qdx, 

Da die Geschwindigkeit dieses Eleraentes dri/dt ist, s 
fiir die kinetiscbe Energie der ganzen Saite der Ai 


2T = 


und wir wollen auch den Fall nicht ausschliessen 
Function Yon x, die Saite also inhomogen ist. 

Um auch den Ausdruck fiir die potentielle Enei 
bedenken wir, dass auf das Saitenelement dx im 
Elongation rj nach §. 83 (8) in der Kichtung de 
Kraft wirkt 


P ^ dx, 
dx^ 


wenn P die Spannung der Saite bedeutet. Die 
des Elementes ist fj, und um diese Verschiebung hei 
ist also eine Arbeit zu leisten von der Grosse 


1 p ^ 


§. 95 . 


Anwendiuig auf die Hchwiii|^^eiide ISaite. 


Oder wenn man partielle Iiit(‘gratioii anwendet, und beaclitet, 
Yi fill a; — 0 uud x — I verschwindet: 


i 



0 


Dieser Ausdruck ist also von q unabhangig. 

Wir ludinien nun die Function tj von a;, die filr x --r 0 
X — I verschwindet, in ein(‘ Siniisreihe entwickolt an. Wii 
zei{‘lmen mit po Ciine Constantc^ von der die Function ^ I 
der ganzen Saite nur uneudlich wenig abweic.hon soli, und sc 



und fiir den Fall, dass p r-”- qq ist, die Saite a,k() in ihrer ga 
Iding(‘ luunogtui ist: 


(4 ) ri ~ 1/ ^ Bin -j- f Bin ^ Sin ^ »f 

I)i(! (loi'dlicienten r/j, c/u, q.^ ... oder ... sind F 

tionmi der Ztnt, die* von dem AnrangszuHtH.ude abhiingen. Wii 
traebten sit* als die Coor<linaten des Systems, das von um 
Siiite ge.bildet ist. 

Die Air/ahl d(*r Doonlinaten ist him' ummdlich. Wollte mai 


Heihen auf nine endlicthe Zahl von (Hiedern bc'.scdinlnktm 
tiuissit! dit‘ Saite tlurtdi eiu anders eingericditetes niechauii« 
System (‘rseizt werdtm, das aber mit der Saite um so i 
Aelinlichkeit baben wurde, je gn'mser die Anzald den* beibehalt 
Cflieder ist. 

Bilden wir zuninthst aus { 11 } die kinetische und potent 
Knorgic* 


SO ergiebt sieb aus (I) und (2) 


allgemein, und fur deii Fall der h<»tnu^'f! 

( 8 ) UHk ~ 0 . h . * k. It 

Fiir den Fall der lionHiKeiieii Sait** 

g. nurmale CiMtrd i n a t c n 

(7) nacli S- •♦•1 {8j- wiedfi- uli 

lix t /' 

(a) \ '■*.». j I 

in UebereinHliiiinnuig init j. Hi. I Is 
ton, dio liiiheren h den !iannuitiii« hen <t! 

Da wir p Pu aln eine mn ndlieh 
gesetzt habi'n, so koimeii wir dii* I Vtnm 
und erhalten zunEcbst fiir die viiriirte 1* 
tones nacb §. 94 (li), da Ider rt.h “* »*?, : 

fti Mi I I Hi** 

Oder nacb (&) 

(lOj (ti Mi 1 - j (41 41, 1 I 

I fa * J 

Nehmei'i wir fiii, 

k)mogiii©ii Suite, iiliii hm ,i ; I, aiif 
Strecka mm der liitige A mn riiiirrgpwir 


§. 96 . 


Variation der Aunilitudeu. 


SO (lass also alle im^eradzahligcui Olxvrtdne und specii 
(xrundton tiefer werdeii. Durch Kiit,wickeliing der Quadra 
kaiin man dafiir auch setzen 

(12) fth Wh (l — "5)- 

Znm Vcrgleich wollou wir noeli dciii Fall bctrachtei 
das Gewicht gkicdimiissig iiher dit‘ gauze iSaite v( 

diese also wiediu* liomogen sei. Dauu luitte man, um i 
iiuderte Period{‘ zu erlialten, in (Dj p durcdi 
p 1 -- p{l + I /I) 

I'ai ersetzen, und wunh^ ilndiai 



also eine geriugero Vertiefung dtm 'Fones ala bei der vori| 
nahine. 

Auf (li(?selbo \Vois(5 kann man auch die Verauderu 
Tonhuhe bcjBtiunuen, wenu dan ZuHatzg(3wicht an eiiuir i 
Stell(3 (l(3r Sait(3 liegt, und tindot, dasH 'rdnc^, di(3 an der 
wo das ZuHutzg(*wi<dit augtdn’acht ist, ihre Knotenpunkte 
in ihr(‘r llVdie nicht g{*andert warden, Wenn die Abnci 
lHda8t(3t(‘n Stidh* ni(‘ht in rationalem Vt^rlulltniHH zur 
Btoht, HO werd(3u all(* Gbert(HH3 veriiuderi Di(^ Scdiwingung 
Hteiien dann aucdi liicht mcdir im VerhiiliniBK ganzer Za 
(‘inand(*r, und the Obertdne Bind dalmr nicht malir unt 
antler barmonisch. Int dit^ lielaHtung an einer Btellc a.ng( 
deren Al)HciBH 0 in rationalem Verhiiltniss zur Kaitcmliingi 
BO ztirfalhni dit* Obertrme in lleilien, ao dasB die Tiino eii 
dersell)en llcnhe untcir (‘inander Imrinonifich sind, wie : 
oben botnurbteien boHondintm Falle die Obertiine von 
und von ung(*rader OrdiiungHzuhl 


Zw«»Iftt*r A IvM^hn 
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und folglicli |§. 95 (4)|: 


1 ; ,jr,. I t 

f ihJ 


(21 /i 

Fiir dit* inhoinogtJiii* Saitt* :if»‘r »‘rii 

(3) i 

und folglich 


(4) 




2 


C>o I 


(‘ms iUii i ■ ■ ^<.>1 J 


Darin sind die 
zu l)estimmen: 




iih . 

r wi 


DeHtiiinnt man Wrii}i unvi 

bis (9) {c\k — 0). fulgt; 


A 


S#I4 


-4: 




lijil k* ■' j 


|l Hill 


wofur man aurli* dii li van k vi*r%r‘lii« 

Af 2 
(5) 


/i» 


Ii’i 


l|^ 




IJm hiervwi eiin* Aiiwiiiiflniig 
Variationen der Kiiiili'*ii|iiiiikt<* lifiHliiiiin* 
Wesili {i ist, St# i^rliiiltt'ii i 

Knoteiipiaiikte fiir fieri IZ"* illu*rhm 

li ?r : 


Sill 


I 


il. 


also 

( 6 ) 


.<l 


S ‘ ‘ ‘ I , 


§. 90. 


Variation der Am plitudoii. 


2-1 


. .S k 7 t 


(/t) . ^ Iv 71 

• “'-T 




Oder wenn man beachtct, (lass wenii k von h verschie 


ist, unendlich kleiii, also zu vernachliissii^^en ist: 

V) Og rr^ SiH . 

A 7t A . cos ,9 Ji: /■ 1 


Ntdunen wir l)eispiolsweise A = 2 , so ist fiir die homo^j 
8 ait(i mir (dn Knotenpuukt in der Mitto. Ks ist also s r— I 
setzeu und in ( 7 ) fallen alle Gliodor, in den on k g('rado 
heraus. Man iind(d; 

(«) 0 ‘''' .If + 4 ^“’ - 4 “’ ! •••)• 


2 3 r Al/' 


NOiniou wir. iilmlich wi(! ini vorigen Paragraphcn, an, < 
liei X “ {/ ein klcinoH (Jcwicht po ^ !/ angnbraclit soi, ho 
nadi ( 5 ): 

2A . /o;r/ 1 1 \ 

" 7' /,-■* ™ 4 [/r~2 /rF^ 27' 


Kb ergieht sich also nach ( 8 ): 


AA.., ( 1 . 1 . ). 

7 ty 2 ^ '' 


t I i.j t 

?! 51 I 11 


also [lid. 1 , §. B 4 ( 4 )|: 


Ks wire! also der Knotenpunkt uin X /2 gegen die bcdasi 
Sielle hiti verscbolien. 

Dieselhe Methode liisst sicli auc.b auf die fichwingungeii ei 
e.laHtischen Idatte anwiBnclen, dic^ riicht voUstandig homogc‘n cj 
niclit vollstiindig knustcirmig ist. Dies ist von Zenneck dui 
gedTilirt und diirch schtine Beobachtungen bestiitigt worden (, 


Dreizehnter Abschnitt. 


Sdiwingungen einer Meml 


§. 97. 

Differentialgleichungen der schwingenc 

Eine Membran ist ein elastischer Korper 
eines diinnen Hautchens, der einer Biegung ke 
entgegensetzt, wohl aber einer Ausdehnung. Eine 
sei in einer gegebenen festen Eandcurve durch 
Randes iiberall constante Zugkraft P ausges 
nehmen an, dass sie im Gleicbgewicbtszustand( 
liegt, die wir zur xy-Ehexie machen. 

Fiir das Gleicbgewicht sind dann die mol 
krafte durch §. 69 (4) bestimmt: 

^ ^ = 0 , = 0 , = 0 . 

Wenn die Membran durch eine anfanglic 
der Gleichgewichtslage herausgebracht ist, wobe 
festhalten wollen, so wird sie Schwingungen 2 
sich dann auch die Druckkrafte mit der Ze; 

n rti-k Tk - 1* • 


§. 1)7. 


Sell win fjcim goDt oi^iftr Meinbran. 


NonuJileii nn der Oberlliiclic k v l>ewej»;ten Membran in ih 
juigenl)li(‘kli(ilu‘n Lag(‘, so d ic Druckkrafto wiihrend ' 

ganzeu Dauer der Bewegung t Ion (Ikichuiigen BO (11): 

A'.r (‘os(//, u') 'I X,j c()js()i, ;!/) 4' -Xz eos(n, .£') = 0, 

(2) Yx vx)B{n, J-) Yy ;/) 4“" X:: cos(n, ^') — 0, 

Zx COS()), J') Zy C0ts(lb 11) 4 ^2 COS(n, ;s') rr:: 0. 

Ks itir>gen inui u, /\ w <lio Oomipoiuaiten dor unendlich kleii 
VerHcliiidaiug s(‘in, die tdii Puiikt^ der in der (lUdchgewiehtsl 
die ('oordiinitini j\ ?/, O hat, za r /Cht t <‘.rfa,hron lia.t, so d 
^ u, ;/ ^ r, w di<‘ (k>or< di^isoB Piniktc^s zur Zeit t si 

Bis auf unetidlieh kleiin* i Iriisssia i mtuita' Ordiuing kihinen 
dunn tv aueh als dii^ moiiHaiUiiio Hrl u*l)ung der Meinbran an 
Stello .r, // zur Zeit / iibnr dicir ^-Kliene b(‘ira(‘hten, und cb 
dann iv viiw Fnnetion voxi ./* , 1 / ,, durch dit^ die . 7 - Ordinate 
Oberdiirbe der Mianbran in iiiri't ■* augenblicklicbcii Gestalt ( 
geHtt*lli ist. 

Naeh bekaimten Kennolri 5inalytiBehon (Jeonietrie 

dann 

, Y tv 

vnHiiL .r) — m 0l., . , 

' (KV 


If) — coH (a, 


r; tv 
i) y ’ 



Dreizehnter Absohnitt. 


7 p 


^„ = P 


von denen die letzte besagt, dass Zz unendlich k 
hoheren Ordnung ist 

Die Differentialgleichung fiir die Bewegung erl 
atis der letzten der Gleichungen §. 60 (10): 




4_ I _ 0 

' 02 / ' 'ds ’ 


wenn wir Z durch die Beschleunignng erse 
wir, mit Vernachlassigung von unendlich kleinen G: 
Ordnung, d^w/dP setzen konnen. So finden wir i 


d^w I 

~ 92/V’ 


Oder wenn wir P/p = setzen: 


d^io 2 I 

dP ^ 02/^ 


Hierzu kommen die Nebenbedingungen 

(7) w = 0 fiir den Rand der Membrar 

( 8 ) w—f{x,y), ^ = F(x,y) fur t ■ 


F{x^ y) fiir t : 


wenn /, F gegebene Functionen von y sind. 


§. 98. 

Die einfachen Tone der Membra: 


Dm die Methode der narticularen Inteerrale 


§- 98. 


Die einfaclien Tone dor Menobran. 




02 w 8“ W 
dx'-^ dy^ 


7b2 w= 0 . 


Die Constante h nelimen wir reell an, da sonst in de 
(iruck (1) w mit wachsendem t, dem absoliiten Wertlie 
entweder uiibegrenzt wachscn oder gegcn Null abnelimen 
Beides ist unzulassig, wenn die particulare Losung (1) den 
von der Energie entspreclien soil Aiis der Forderung, d 
particulare Ldsung der Grcnzl)edmguiig §. 97 (7) geniigc 
ergiebt sich die Grenzbedingiuig fiir die Function W: 

(3) W — 0 fiir den Ua.nd der Membran. 


Wir wcrden seluni, dass diesen Bcdingungen nur fiir j 
wenn auch unendlich vide Wertbe der Constante h 
warden kann. Sind dicso Werthc bestimmt, so bilden ^ 
Summe 

k 

(4 ) w — 2 I'Ffc, 


worin die Ak mxdi unbestinmite Constanten Bind, die a 
Bedingungen des AnfangKzustandes: 


2 ?/) 

k 

ic^kA, F{x, y) 


zii bestiinmen Bind. 

Darnit der Ausdruck (4) rcudle Wcrtlu^ ergi(d)t, miiBsei 
jo zwei (H)njugirt imaginiire Glieder vorkotnnion. Dadun 
fiillt (4) in (due Surnm(i von Glitulern, deron jedes in B 02 
t period isch ist I)i(^ Periode hiingt abc^r ausser von 
nocb von dem betreff’enden Wertlie von h ab. Die Period 
jeden dieser Glieder entspricht der Schwingungsdauer cim 
faclien Tones, den die Membran bei geeigneter Krrtigi 
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Ih’iMzali niiiV 


(ier h«)rnr>g(*ni*n S.'iitc, im Allgeniei 

tier Fall ist. 

E!n‘ wir aiif die allgeineim^ ' 
(2) eiiigelien, l)iduindelii wir einii 


Ih/ch teekigi 


Wir betrafhtan zuniichst di‘i 
ein Rechteek von <ltni Seiteiilaiig 
den CoenUnatenanfangsjunikt d 
Kechtac'ks, die a>Axe in die Seiii 
Wir Huelien wieiler partirii! 
gleichuiig U8 Til, die auK eiie 
X und einer Function v(ni // beHt 

sin (jcx sin li ij. vmmx sin /li/, : 
wenn a, /i zwei (jonHtaiiti*« siinL 

( 1 ) : 

entsprechen. Veil tlif3sen %-ier p; 
nur die erntt* 

(2) siii a,r sii 

die Eigenscluift, an den lieidtii 
zn Yerschwindtnn 

Raniit dieses iitier an 

imd y — b verseliwiridii, iiiiisieii 

haben 


( 3 ) 


fUM 

m 


worin m and n ganz© Ziildiiii liii 
kclnrien. Aiis (1) ergielit nidi dm 


§• 100 . 


Harm o n i sc h e 01) c r t, o ii e. 


7’“ T 

I — . 1 . ,}» 




a- 


unci man erhiilt cliescr Sclnvingungsdauer (‘iitsprechend die p 
cularen Ldsungeu der Ilaupigleichung §. 07, (G): 


27 tt . Ttx . Tty . 2 Ttt . %x . Tty 

— Qll) 4 ). — Jll Cltl Uir» ciiti •' 


(6) cos sitiw — siun™, sin sin — sin w • 


Sind A ~ und Ii — eonstante Coi^flicientini 
mit m und n we<*.hseln, so ist die a.llg(‘ineint‘- Liisung 


(7) io ~ ^ ^ A cos 1 h s\\\- 7 p- \ amm— sin n 


luul (Ho Gonstantiiii A und It wcirdon (lurch die heidcni < 
chungen 

. . KX . Tttf .. . 

A 8in m — Hiu n * •* J (a;, y) 


^^^Ttli . TT/r . ;i:?/ 

> — -Hiiim- *- Hin w “ “ r if/J 


bcBtiinmt, wenn man die gc^gcdmium Ftinctionen f{x^ y)^ F(. 
chirch Fourietr’scdie Doppidreiheu daratelli 
Man fmdet, wenn man mit 


Ttx , %y t . 

Bin m — am n ~ dx a y 
a b 


inultiplidrt und hher di(^ Flacho dea Ileehtoeka integrirt: 


. *1 r r i/ \ . %%! j . 

/*w,n J /(^^!/)Bnun~ mx\n-Y dxdtj, 


a » 

tlb f f '■ »i» *» V »i" » X ''!»• 
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der durch §. 99 (4) dargestellten Werthe von j 
in rationalem Verhaltniss stehen. 

Es seien also fc' zwei solche Werthe, 
Zahlen n nnd m\ n'' entsprechen , und k:l 
h und h' positive ganze Zahlen sind, die w 
schaftlichen Theiler annehmen konnen. Dann i 

02 “ '“62 

und wenn nun und 6^ nicht in einem ration 
stehen, so miissen beide Seiten von (2) verschwii 

m n h 

m' n' h' 

Wenn wir m und n ohne gemeinschaf 
annehmen, so folgt hieraus, wenn I eine ganze 

(3) m' = lm^ n' — In^ 

und es ergiebt sich also eine Keihe von harmonic 
\ 3/c, 4:\ . . , (h) 

wenn Ic dadurch gebildet ist, dassfurm,nin § 
zwei positive relative Primzahlen genomnn< 
Wir bekommen dann eine Eeihe (Jc) von ] 

Tonen, von denen wir den ersten, als 

Grundton bezeichnen konnen. Den absolut tiefst 

ton der Membran) erhalten wir, wenn wir m = 1 
Nehmen wir nun irgend ein anderes Paar 
zahlen %, so erhalten wir eine zweite Reihe 
harmonischer Tone: 

^1, 2X:i, Sk,, 4^1,... (K) 


( 1 ) 

als( 

( 2 ) 


100. 


Harm oiiische ()l)(‘rtuiic. 


Setzen \vir unter dieser V()raus8(*tzung 

( 4 ) 

worin a, (i |) 0 Hilive ganzo ZahUm ganuansaincMi Theiler s; 
so lautet die Bodiiigung (1) fur die llanuoiiie zwciier Ueihfiu 
uiul (A-') 

( 5 ) h''^{oLm- “f lUi-) “ 

Wenn irgcnd zwei 'rihu* eiiua* lleihe (7r) unter eiiuuithvr 1 
moiiiscli Bind, so siiid je zwei 'fraie diescu* Re.ih(‘ harnioinse.h, 
wenn also (‘in d'on dor Ueda* (/.') mit (‘ineiu d(3r Reili(‘. (/r/) 1 
moniseli ist, so ist Jed(M- don der eiiuai lleilu^ inii jodom 
aiulcren harnu>niH(dL Wir neunen daini di(‘. heiden Ileilien I 
moiiiscb. Suelaui wir also alh* zu einer heHtimintcui Reihe 
liannoiUBcduai lUdhen (/:') uuf ho kchinen wir in (5) m uir 
rolativ prita aiuaduneu, und orhaltcui, woiiii wir 

h m^ — :i\ hn’ r-r, ?/, h' ^ 

Hotzon, auH (5) tlif‘ Cilidehuiig 

(6) I fif, 

uud as konnut also aut’ (iio Ldsung der ziildeiiih(3oreiiH<du‘ii i 
gabe an: 

alle IdiHungen der unlH*Ht4iuiiaten Cilcricduing ((>) 
ganzeii Zahl(*n :t\ ^ zu fiiidon, wenn ji^ f 

gebane ganzi^ Zahlen siud, 

Dio Limung dieser Aufgiibe ist dadurcdi vtoaiinfachi, c 
man oine bdsuiig von (6) kennt, niimlie.h ^ r-* I, a: “• 
t/ n ^ ). 

Einfaelic*r iiocdi int die Krnga, ob in vt^rschiedanen Rei 
die gleiche Scbwiiigungidauer vorkoimnen kann. 
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sein kann, oder, wenn wir den gemeinschaftlicl 
Seiten dieser Gleichung mit y bezeichnen, al 
unbestimmten Gleichung 

in ganzen Zahlen, oder, wie man sich in der Z: 
driickt, alle Darstellungen einer Zahl y durch 
Form 06 X^ zu finden. Die Anzahl dies 

ist immer endlich, weil es nur eine endlichi 
Zahlen geben kann, fiir die die positive ganze 
eine gegebene Grenze nicht iiberschreitet. Wir 
diese zahlentheoretische Aufgabe nicht naher e 
wir auf den IV. Abschnitt von Dirichlet-D 
lesungen iiber Zahlentheorie verweisen und begi 
fiir den besonderen Fall cc = ^ = I, also fiir di 
Membran, ein Paar einfache Beispiele anzufiih: 

2 = 12 4 - 12 , 

5 = 12 4 - 22 = 22 4 - 12 , 

(7) 10 = 12 4- 32 = 32 4- 12, 

65 = 12 4- 82 =: 82 4- 12, 

= 42 4- 72 = 72 -f 42 


§. 101 . 

Knotenlinien. 


Eine einfache Schwingung der rechteckigei 
dargestellt durch ein einzelnes Glied der Summ 

(1) W = {A cos 4" ^ sm—^j sin m — 

worin die Schwingungsdauer 

(2^ T = 


2 


§. 101 . 


Knotenlinien. 


(3) W = M sin sin sin • 

M heisst die Amplitude der Schwingung und die 

Oder vielmehr ihr Ueberschuss iiber das nachi 

nere Vielfache von 2 3r die Phase. Indem man den A 
punkt der Zeit oder die Phase um eine constante Grosse 
6 r halt man endlich aus (3) 

(4) Tr = Jf sm sin w — sm n-—, 

^ lab 


und man sieht daraus, dass W iiber die ganze Me 
gleicli Null ist, wenn t gleich einem Vielfache 
ist. 

Wenn andererseits x gleich einem Vielfachen von a/ 
y gleich einem Vielfachen von hjn ist, so ist W fiir a] 
gleich Null. Wir haben also zwei Systeme gerader Lini< 
den Seiten des Rechteckes parallel sind, in denen die m 
Formel (4) schwingende Membran dauernd in Ruhe bleibt. 
Linien heissen Knotenlinien. Sie theilen die rechteckig* 
bran in mn rechteckige Felder von den Seiten a/m, hj 
W ist in benachbarteu Feldern zu jeder Zeit abwechselnd 
und negativ. 

Wenn nun bei einer zusammengesetzten Schwingui 
durch eine Summe mehrerer Ausdrucke der Form (3): 

dargestellt wird, Knotenlinien, d. h. Linien, in denen w (3 
gleich Null ist, vorhanden sein sollen, so muss der von d 
abhangige Factor 
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. mitx . n7C 

2 sm — sm -j- 


worm sich, wenn ^ • "p — ^ ^ 

m, n erstrecken kann, fiir die am^ + /^ 
Werth y kat. Da jedes Glied der Sui 
liebigen Factor M multiplicirt sein ka: 
chung (5) eine grosse Menge von m 
Knotenlinien oder, wie man auch sagt, 
halten, deren Discussion aber nicht ganz 
einige Beispiele betracbten. 


§. 102 . 

Klangfiguren. I. Be 

Nach §. 100 (7) ist 5 = 1^ -f- = ! 

also aus (5) §. 101, wenn wir der Emfa( 
setzen, 

ilf sin it? sin 2 2/ -j- M' sin 2 

oder 

(Ij sinrr sin 2/ {M cosy -j- M' 

der Factor sin^r siny verschwindet nur ; 
Kiiotenlinie erhalten wir also nur aus d 

M cosy M' cos it? 

setzen wir Jl' =• — >l Jf, so ergiebt sic! 

(2) cosy = X cosa 

und wir konnen, unbeschadet der All 
positiven echten Bruch annehmen. Di( 


§• 103. 


Klangfiguren. 11. Beispiel. 


2 ^ 


wahrend fiir «/ = 0 kein reeller Werth von x vorhanden is 


Die Knotenlinie hat ungefahr die Gestalt der Curve i 


der Fig. 38. Sie besteht aus zwei con- 
gruenten Zweigen, deren Tangente im 
Mittelpunkte nnter dem Winkel arotg^L 
gegen die x-Kxe geneigt ist, und die die 
Grrenzlinie bei fx und v rechtwinklig 
scbneidet. Wird X = 0, so geht diese 
Curve in die Gerade y — jcj 2 liber, und 
wenn A = 1 ist, in die Diagonale des 
Quadrates. 


Fig. 38. 



§. 103. 

II. Beispiel. 


10 = 12 32 = 32 ^ 12. 

Die Gleichung fiir die Knotenlinie wird: 

M sin X sin 3 j/ -f- iM' sin ?/ sin = 0, 

Oder nach Abwerfung des Factors sin^c sinj/, dessen Verschwinde 
die Randlinien darstellt, mit Riicksicht auf die trigonometriscl 
Formel 

sin 3 ^ = sin x (4 cos^x — 1) = sin x (2 cos 2 ^ 1), 
sin 3 2 / = sin ^ (4 cos^ y — 1) = sin ^ (2 cos 2 2 / + 1), 

wenn w^ieder M' = — IM gesetzt wird 


( 1 .) 






Man sielit, dass alle in der Gleichung (1) enthaltenen Curve 
durch die vier Punkte 



2 It 

“F 


7t 2% 

~ 3 ’ T*’ 
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Die 
man aus 


Schnittpunkte der Randlinien x = 0^ c 


cos2 y = 


1 4- 3 A 
4 


nnd diese Schnittpunkte werden also reell, wenn A 
Liegt also A zwischen — 1 und — 1/3, so verlaufi 
linie ganz im Inneren des Rechteckes. Die Figui 
geben die ungefahren Gestalten einiger dieser 
die in der Reihenfolge der aufsteigenden Wertl 
ordnet sind. 


Fig. 39. 

A = -l 

Fig. 40. 


o 


o 


< 

Fig. 42. 

Fig. 43. 

F 




o 






Fig. 45. 
1 = 1 






S. 104 . 


K r e i B ftV r in i g (* M e m )j r a n. 


104. 


K r (* i s f o r in i 0 M e in 1 ) r n, n. 


Went! (lie Membra, n dureli einen Kreis begrcvazt ist, so fiihrt 
man zur Integration der Dinereutialj^bucdiung (‘J), §. 98 Polar- 
coordinnteii r, (p in der a‘7/-KbeiHi eiii. Man erbii.lt nach Bd. [, 


8. 42 (4): 


1 (^W 


r- ( ' (p- 


Hat di(^ Mmnbran di(* (i(‘sta.lt cnnos vollciii K mdses voni 
Radius a, so muss W endlieb bbuben, wenn r die Wcrthe v(m 
0 l)is (t (lurcbliiuft, und muss diestdben Wortln? wicxler annebmen. 
wcniri q) inn wiicdist Wir w(‘rd<m also die particularen L(>- 
sungeii von (1) in d(‘r Form 

( 2 ) W — 

aniiciimcvn , worin m- eim* gauze ZabI und li einc Fnnetion von 
r allein ist, fur die sieh aus (I) die I)iffer(mtia]gl(ncbung zwcntcvr 
Ordnung 


I dU 
r dr 


ergicbt. Man erkcmnt hierin (lie r)ifler(niitialgloi(dmng derBesser- 
Bcdien Fiundion J^(kr) |Hd. I, §. 69 (12)1 di(me Function 

ist die einzige Ldsung dieser Differentialglcucdiuug, die 
fiir r () (*ndlicli bleibt. 

Ks ini also, wenn (/ eine Constantly hedeutet, 


W ~ flJ rkr\ pirn f 




f=i 



§• 105 . 


Bestimmung der Constanten. 


27t 

I COS mg? sin m'q)d(p = 0, 


ferxier, wenn m nicht gleich Null ist 


ii/i. z n 

J cos^m<p d(p = j* sin^ on cp d cp = jt 


und. wenn m von m' verschieden ist: 


2 TT ^7t 

J cosmg) cosin' f dip — 0, j" sinm 9 sinm' go d<p = 
0 0 

Hieraus ergiebt sich fur ein feststehendes m: 


2 -4m, n J'm (^m, n 


/(r, cp) COS mg? d(p, 


n 

^ Jm{Kn,nT) = — f (p) Sinontp dcp^ 

0 

wobei in der ersten dieser Formeln fiir m = 0 die rechte 
noch durch 2 zu dividiren ist. 

Desgleichen wenden wir die Formel an: 

(4) Jm (CC) (/ 3 ) (a) = 

1 

(/32 — |* (o(jr) (^r)r (if, 

b 

die wir im §.70 des ersten Bandes bewiesen haben. Ar 
folgt, wenn und zwei verschiedene Wurzeln 

(;i) = 0 sind: 


1 

I Jm{^m,nr) Jm (^m,n'r)rdr = 0, 
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Danach erhalt man aus (3) 

1 27t 

(7) 

[Jm + 1 (V«)]^ ^ S j 1 
0 0 

worin wieder auf der rechten Seite der ersi 
m = 0 durch 2 zu dividiren ist. 

In gleicher Weise lassen sich die Coi 
aus der die Anfangsgeschwindigkeit darstel 
leiten. 

§. 106 . 

Klangfiguren. 


Eine einfache Schwingung wird bei cler 
bran durch einen Ausdruck von der Form 


TF = Jlf sin 


■j~ c/jw 


dargestellt, worin die Scbwingungsdauer 

(2) 3.== ^ = 455. 

ist. Der Ausdruck (1) verschwindet aber, 
ausser am Rande noch, wenn 
, hTt 

(3) <P - 9o = — 


nnd wenn 


worin h eine ganze Zahl und irgend < 


§. 107. 


Killiptisc.li M (‘in hraii. 


107 . 


K 1 1 i |) t i s <‘. li e M e m b r a n. 


Wenn wir in (li(‘ I)iirernntia.l|i;Uii(‘luin^^ a,uf die wir (la,s 
Idem der sehwin^cmdim ^hnnhran zuriickij^(;fuhrt habcn, 


\V . 


|}^ 0 


(dliptiselH‘ (k)ordina,t:en einfiihnm wolbm, so kainnen \vir 

Ibi I, §. 52 

(2) •/' i f/^ I ^ <’■ ), 

also 

X rosu cos iv^ 


1 / 1 sin te sin i e 


setzmi, so dass (‘cmstante Wertiio von v Elli})Hen entsprec 
unter d(me,n fdne, ?? r - als (ironz^o der Membran betrax 
"vverdmi im'iixe. Aim der Konmd 


f/x*-' I ilij- ' sin (a. | i v) siruu — ir) (du- ( 

- (sin-* a sin'-^/t;) (du'^ | dv*^) 

kiinium wir dann naeh Bd. I, «1 1 (Id) die Transfonnaiion 
DifTenmlialuusdnndveH 

W . W 


ableiten, wmin wir 




Hetztni. Wir iadnilion so die I)iHercniialglei<‘bung (1) in 
(testalt: 

/:2 14/ ( a 14/ 

f4) ' ^ . "t - - sin^/??) 0. 
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und da hier die linke Seite nur von u. cl 
abhangt, so miissen beide Seiten gleich e 
sein. Man erhalt so fiir U und V die fc 
rentialgleichungen 2*®^’ Ordnung: 

^7“? 4" sin^ w 4- A) t7 = 
du^ ^ ^ 

^ d^V 

(7c2 sin2 iv -f X) V = 

Die Integration dieser beiden linearen I 
gelingt aber nicht. 


§. 108. 

Parabolische Begrenz 
Wenn wir zwei Variable te, v durch di 

(1) X -j- iy — ^ (it -j- ivy 
Oder 

( 2 ) ^ = ^ y = 


einfiihren, so ergiebt sich durch Eliminatio 



woraus zu ersehen ist, dass sowolil consta 
als auch constanten Werthen von v Pa 
Alle diese Parabeln haben ihren Brennpi 
anfangspunkte und ihre Axe in der Richti 
concave Seite liegt bei den ersteren nach 
tiven X, bei den letzteren nach der Seite cl 
Membran kann etwa begrenzt werden dm 


§. lOi). 


P a r ab o 1 i a c li e li e r e n z u n 


also tlie. transformirte Gleicliiiiig §. 98 (2j: 


't^W . d^W , . , , 

»,<= + K,,-. + in«» f VK - 0. 


Setzt man wi(Mler 


W rr- il V 


und nimniit II nur von V mir von v abhiliigig an, so ei 
man die hciden (i1(iichung(‘n: 

If 


I „ Aj F — 0, 


worin I oino Consiantt^ ist. 

In dmi ])eid(‘n zulctzt betrachteten Fallen sind die bei 
fachen H(*hwingung(‘n auftretendon Knotenlinien confocale V 
l)eln, deron Ibirameter man aus den transcendenten Glciohm 
f 0, V 0 erhiilt 


109. 


liit(‘grafcion der Differentialgleicluing fiir pa,rabolis 

Begre nzun g. 


Wenn man in dor Differentialgleichung, auf die wir 
Pndilem filr den Fall parabolinchcu* Begrenzung zuriickgei 
habcm : 


■\ -f A) (I 0 


fiir M'i rifme Variablft MnHibrATi kommeti wir luif 
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2iku 


r] Y 

2i]cu^~\-(X^ik)X 


(2j U = X, 

du \du ' /’ 

\^du^ du ' 

wodurch (1) in die Form iibergeht: 

(3, + (J + «)X = 

Wenn man nun fiir eine Variable x eir 
(4) — ihu^ = X 

setzt, so ergiebt sicb aus (3): 

^ dx^ ' \2 J dx Ah/ 

und dies ist genau die Form der GleicFung §. 
dort 

1 , 1 a 


y = 2’ 


3=:-— 1'- 
4 ik 


setzt. Die Integrate sind also [§. 6 (5), §. 7, I, 
, . ^/1 1 *;i 1 ' 


Xi = Lim F 

7i = 0 


11 *;i 1 ' 

h' 4 “ il’ 2’ H 


X^ = yx Lim F(r, J - -J., i, 

^ ' h^o 4 47e’ 2’ 

Oder wenn man nach §. 13 (3) zu der D 

bestimmte Integrale izbergebt und einen consta 

lasst: 


Xi == Lim 54 ^ (1 — s) 
h = 0 J 


1 , 1 
a — 5^-' 


i 

^y^Lim S4~^ (1 — s)4 ~Y — ^ 

A=oJ \1 — 


§. 109. 


I’araboliBohe unp;. 


uiid nach (2) uiid (4) die beideo Integrale 

rentialgltdolomg (1) 


■_.r 1 .S-! (1 — S)5— ^ 1) A 1- 


17, ^ >, f sT Ml — .s-j“ ’) 1 lo^M: 


Man Hiobt leicht (lurch du) fiuhstitiitiou s I -- 
(Jiesc Aasdriicke fiir ll^, lui^cilndcirt IjIcuIxui, wcjun 
vertauscht winl, und so iiiuhd man die Integrale v 
reeller Form 


lA -■ 

1 .s’ 4 ^ I 

0 

.S )4 hM)H 1 A’, ^.S 

_ 

2J 


( A 

1 

H 1 .Si ' (1 

H)i \u}B (^S 

-i) 

-fa‘»s 


Vierzehnter Abschi 


Allgeineine Theorie der Differer 
scliwingeiiden Meml 


§• 110 . 

Gleichgewichtslage einer 


Wir haben im vorigen Abschnitt dii 
gungen einer Membran auf die Integratii 
rentialgleichung 

( 1 ) ^ 'u — u 0 

ZTiriickgefiihrt, mit der Nebenbedingung, d 
gegebenen Flache 8 in der isy-Ebene veri 
deutet hierin J die Operation 


( 2 ) 


8^ I 

0 ' g 2/2 


und M kann aufgefasst werden als die Or 
Oberflacbe, die sich uber der Flache 8 ei 
nM solche Lbsungen der Differentialgleich 


SP.inP PT*G-|-ar» r 


G leichgewichtslage einer Membran. 
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)st unendlich klein oder ins Endliclie vergrossert denken, 
.nn gleichgiiltig. 

Vir kdnnen aiicli den Fall betrachten, dass u am Rande 
iiidit gleicli Kull ist, sondern vorgeschriebene Werthe hat. 
irde dann die Membran nicht durch cine ebene Curve, son- 
durcli einc Raumcurve, die aber von der Ebene nur un- 
,li wenig abweiclit, begrenzt sein. 

>ie Gleichgewichtslage der Membran v^ird dann 
die DitTerentialgleicliung 

J — 0 

lurcdi die Grenzl)cdingung, dass u am Rande vorgeschriebene 
le habcn soil, bestimmt. Wir Avollen zuniichst die Eigen- 
,cn der Liisuiigen dieser letzten Gleicliung etwas naher 
diten. urn don cliarakteristischen Unterschied dieser und 
loicliung (1) deutlich hcrvortreten zu lassen. 

>io Differentialgleichung du=0 haben wir in §. 136 des 
L Hundos schou betraohtot, wo sie zur Bestimmung des 
thmiKcduni Potentials diente, Dort handelt es sich um die 
ration fiir das Gebiet ausscrhalb eines gegebenen Flachen- 
4, wol)oi noch eiuo Bodingung fiirs Unendliche hinzukam. 
b(*tra(*hten wir imrnor nur ein endliches Flachenstiick S, auf 
i (irenzt», k die Function u gegeben ist, von der wir ausser- 
i/oraussetzen, dass sic nebst ihren ersten Ableitungen end- 
ind Htetig ist. Dies schliesst die Vorausset zung 
dasB auch die vorgcschriebenen Randwerthe liings 
^anzen Randes ondlich und stetig sind und uber- 
inc, cndliche Deri vir to haben. 

)i‘r Kiirze wegem wollcn wir auch hier eine Function 
i eincun Gcbicte H der Differentialgleichung Ju = 0 ge- 
tind rnit ihrtm ersten Ableitungen endlich und stetig ist, 
ogaritbmiHchoH Potential (flir das Gebiet S) nemien. 
"hm Mittel der Untersuchung dieser Functionen bildet der 

3. Q ^ U rUl I V I f A 1 »!!+// (Rfi T. s m rftvi! 
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setzt, die Formel ableitet: 



w ^ u 


<*/+!(- 


'dwdu 
dx dx 


+ 


dwdu 
dy dy 



worin w und m irgend zwei im Innereu von 
sind, df \ ds die Elemente der Flache und d 
n die nach innen gerichtete Normale 
Wenn wir uns die Aufgabe stellen, unte 
mit denselben Randwerthen die zu bestimn 
tegral 


( 5 ) 



den kleinst mdglichen Werth bat, so verft 
Vorschriften der Variationsrecbnung >)• 
Man ersetzt u Si durch u bw, woi 
w eine stetige Function mit den Randwerthe 
ordnet -|- sw) nach Potenzen von a: 


( 6 ) 


Sh (w) — j— 2 £ j* 


^{u sw) = 
du dw , du d io\ . 
dxdx~^dydy) 


und wenn nun ^{u) ein Minimum sein soli, 
cient der ersten Potenz von den wir di< 
von nennen, verschwinden, weil sonst, 

klein und mit geeignetem Vorzeichen gewali] 

^{u sw) a ^(u) 

ware. 

Es ist also fiir die Function die zi 
und liir ein beliebiges am Rande verschwind( 


(7) 


1C 


du d w , du dw' 
dx dx dy dy J 


\ df = 


§. 111 . 


Der G-reen’sche Satz. 


2 ' 


Das Integral S^(u) hat folgende Bedentung: 

Wenn 'U die Ordinate einer iiber S ausgespannten krumnK 
Oberflache ist, so ist der Flacheninhalt dieser Oberflache 

und wenn wir beachten, dass dujdx^ dujdy unendlich klein sin 
so ergiebt sich, wenn mit Fq der Flacheninhalt des ebeni 
Stiickes S bezeichnet wird, mit Vernachlassigung von Gliede: 
hoherer Ordnung: 

(9) F=F, + ^Sliu). 

Wir konnen also den Satz aussprechen: 

I. Eine urspriinglich ebene, am Rande gleicj 
fdrmig gespannte Membran nimmt innerha 
einervon derEbeneunendlichwenig abweiche; 
den Randcurve eine solche Gestalt an, dass di 
Flacheninhalt so klein wie moglich wirdi).’ 


§. 111 . 

Der Green’sche Satz fiir das logarithmische Potentij 

Wenn == 0 ist, so ergiebt sich aus §. 110 (4) fiir e 
beliebiges w: 


Aus der Existenz eiues Minimums wollten Gauss, W. Thomsc 
Dirichlet und Kiemann auf die Moglichkeit der Losung derGleichu: 
Ju = 0 bei beliebig vorgescbriebenen Eandwertben scbliessen. Riemai 
bat fiir diese Scblussweise den Namen „Dirichlet’sches Prmcip“ eingefiib 
Dagegen ist mit Recht eingewendet worden, dass fur das Integral i2(w), c 
nur positive Wertbe aiinebmen kann, zwar die Existenz einer unteren Gren 
aber nicht die eines Minimums evident ist (Riemann’s Doctor-Dissertatic 
Art. 16 und „Theorie der AbePscben Functionen“j matbematiscbe WeF 

^ Anfl S rin S "noao "Riomo nn rli/aoA Sr»Vi AT*itrlrAi+. wrnVil ATnnfnT»/l 
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K d w du ,d w 

dij) 

umd wenn wir w = u annehmen : 

Cr/duV , /du^ 




Daraus schliessen wir, dass, wenn u s 
es ia der ganzen Flache S verschwinden 
in diasem Falle aus (2), dass Sl(u) = 0 s 
raente des Flachenintegrals aber niemals 


so muss 


0 ^ ^ 
dx ’ dy 


also u constant und wegen der verschwind 


Sind ti 2 zwei Losungen von J 
Randwerthen , so ist it = cine ] 

denden Randwerthen, also identisch 0 und 
mit ist bewiesen: 

IL Ein logarithmisches Potent 
Randwerthe innerhalb S ei 
und wenn die Randwerthe IS 
gleich Null. 

Aus §. 110 (4) ergiebt sich, wenn m.i 
und dann beide- Formeln subtrahirt: 


j* 


uzJw')df 


und wenn also sowohl als z/w versch 


Wenn nun r die Entfernung eines vj 
eineru festen Punkt jp ist, also wenn x, 


§. 111 . 


Der O r<;('n’Hclic Satz. 


Licgt iiber /> innerluilb S, so wird logr in dein Puiikt p in 
lich, uiid uni die Konncln (3), (4) anwendcii zu kdrnien, mlisse 
p durcli (‘ine Hlille von deni Gohict S ausscldiessen. 
Iliilki \vrild(;n wir kreislTinnig init dem Mittelpunkt p iind 
Ikidius () und lU'haltini aus (4): 



0 


wonius siclu wenn (> uneinlliedi kloin wird, und init Up der 
von It in d(nn Piiukt p hezeie.hnet wird, ergi(d)t: 


CO 




d logr \ 
d n ) 



worin n <li(‘ iiach ininni giniehteic*. Normah*. bedcuitet. 
l)if‘ (uitsjirticdnuido Kornnd fiir drei Variable habcn 
9(; <b'H ersien Banden b(‘H])ro(di(m , imd zur Ableituii|j 
(IrerndselHui Satzes v(‘rwaiidL Wir bezeichnen die Forme 
aueb bier als den Breerdschon 8a.tz. Er giebt einen Aub< 
fiir dic^ Funeiion n fiir eineu l)tdi(‘bigen Bunkt im Iimorei 
/S, wenn <lie Wertln^ von n und oufon am Ramie Ixdcannt 
Da, nun, wenn p (dn inmirer Runlet ist, dic^ in (fJ) iintei: 
Integra, lz(*i«‘hen Hielnnub^ Fumdion und ilire. naeJi a und i 
noinineium D<‘rivirten belu*bige.r Orduung in dem Integra 
miervall dure.haus endlieli l)b*il»en, so H(ddi(‘,H8(‘.n wir a.uB ((>), 
wir nine Funeiion mii endliehen und steiigmi Dtnivirton be 
holier Ordnung eim^ analytiHche Function mmnen: 

HI. Kin logaritliiniBedieH INitential int in Beinom 
biete S nine analytiHche Function^). 


PringHluMin hat. gt*z«dgt {Miiih(vrn. Anniden Baud 44), da 
Mxintcnz veil lUidlichen mui 8t(*tig«ui I)irter(iiitial({uo(,i(Uiien jodar Or 
nicht, giaiiigi. um die. Kutwickeihurkait ainer Functiuu uacli dam Tai 
Hche.n Li'lirwdze m gewiihrlabUm. Wenn man alne, wio oh Honni gal)] 
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Wenn wir in der Formel (1) w — \ setzen, 

r 8“ ^ n 


nnd wenn wir daher die Formel (6) auf ein Gre 
das von einem um p beschriebeiien Kreis vom Ra 
ist, so ist logr constant, d\ogrldn = — 1/r, 
setzen, und es folgt 

2 n 

( 8 ) 

0 

also: 

IV, Der Werth des logarithmisclie] 
u in einem beliebigen Punkt jp ist 
arithmetischen Mittel aller auf ei 
schriebenen Kreislinie stattfindend 
Hieraus ergeben sich verscbiedene Folgerungc 

V. Das logarithmisclie Potential u ka 
Punkt innerhalb S einen Maxima 
nimumwerth c haben. 

Denn ware ein solcher vorhanden, so konntc 
eine Kreisperipherie beschreiben, auf der u libera 
iiberall grosser als c ware, im Widerspruch mit 
Und ebenso schiiesst man: 

VI. Ein logarithmisches Potential ka 
einem endlichen Flachensttick co 
wenn es nicht iiberall constant ist 
Denn nehmen wir das Gegentheil an, und wlib 
Punkt an der Grenze dieses Gebietes, so kdnne 
eine Kreisperipherie legen, auf der % theils gleic 
nur kleiner oder nur grosser als c ist, was g 
Satz IV. widerspricht. Endlich: 


§. 112. Gleichgewichtsflaclie der gespannten Membran. 
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den gleichen Widerspruch. Ebenso, wenn u zu beiden Seiten 
grosser als c ware. 

Endlich fiigen wir noch hinzu: 

VIII. Die Gleichgewichtsflache der gespannten Mem- 
bran hat, wenn sie nicht eben ist, iiberall eine 
sattelformige Kriimmung. 

Denn das Product der beiden Hauptkriimmungen (das Gauss’ - 
sche Kriimmungsmaass) ist nach einer bekannten Formel: 


1 

Pi P2 


02 U 02 _ / 

d d Vc 


02 te 

dx dyj 


Y 




0 U 

dx^ 


+ 


/0 

\d y) 


0, 


imd wegen J u =z 0 haben 

02 U 


und 


02 U 
0 y^ 


immer entgegengesetzte Zeichen. 


§. 112 . 

Die Gleichung der schwingenden Membran. 

In mehrfacher Hinsicht anders wie die Differentialgleichung 
Ju = 0 verhalt sich die Differentialgleichung der schwingen- 
genden Membran 

(1) Ju 4“ fc2^t = 0 2), 

Ein wesentlicher Unterschied stellt sich schon bei folgender 
Betrachtung heraus: 

Wenn wir in der Formel §. 110 (4) tv = u setzen, und an- 
nehmen, dass ib der Gleichung (1) genuge, so ergiebt sich, wenn u 
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init seinen ersten Differentialquotienteii s 
immer stillschweigend voraussetzen wollem 



Ware nun negativ, so wiirde man 
rithmischen Potential scliliessen konnen, 
Null sein niiisste, wenn es am Rande gle 
also iiberhaupt die Losung von (1) durck 
eindeutig bestimmt ist. 

Bei positiven Werthen von ist di( 
mehr gestattet, und in der That sind gera 
(1), die am Rande verschwinden, wie wir 
Theorie der Schwingungen der am Rande e 
von Bedeutung. Es hat sich in den fr 
spielen gezeigt, dass es bei gegebenen FI 2 
verscliwindendenRandwerthen fur unendlic 
Werthe von giebt, und man sieht leicl 
stimmtes eine Losung mit vorgesc 
und eine % verschwindenden Rand> 
dann unendlicli viele solcher Functionen u 
vrerthen, geben muss, namlich, wenn I eir 

^ “I — 

Wehn es umgekehrt fiir dasselbe 
von (1) mit denselben Randw.erthen giel: 
U 2 = u — Ui eine Losung mit verschwin( 

§. 113. 

Analogon des Green’sch 


Ebenso, w'ie wir fiir die Untersuc 
jcrlAinbimp* dAs loio'fl.ritbmiseben Potentiales 


§• 113 . 


Analogon des Gr een’schen Satzes. 


a — 

1 ® ^ S r , 1 02 M 


r dr 


r2 0^2 


“|- Ic^u = 0 . 


Wir suchen particulare Integrale die yon d' unabha 
sind, die also der Differentialgleicliung: 


, d^v 
^ d r - 7 - 
1 dr 


r dr 

Oder, was dasselbe ist: 


- — |— w = 0 


d^w s I dw , 

3?.' + f 37 + “ 


geniigen. Dies ist aber die Differentialgleichung fiir die Bes 
schen Fuiictionen 0*®^ Ordmnig, und ihre particularen Losu 
sind die beiden Functionen Bd. I, §. 73: 

(3) J(lcr), K(lcr). 

Die erste von diesen Functionen ist fiir alle endlichen W( 
von r endlicli und stetig, und erhiilt fiir r — 0 den Wert 
die zweite wird unendlich fiir r = 0, und zwar so, dass 

2 

(4r) K{hr) = — ^ log/cr -f- funct cont. 


LBd. I, §. 73 (6), §. 74 (14)]. 

Wenii wir in der Form el Ill (3): 

(5) \^{wJul—u^w)df = — \^(w^—uy^ds 


fiir u und to zvrei Losungen der Dilferentialgleichung §. 112 
die innerbalb S stetig sind, einsetzen, so ergiebt sich: 


C6) 

xnrid folglicb: 




ds = 0, 
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( 9 ) = 

und hieraus kann man wie in §. Ill 
1. Eine Losung der Gleichi 
innerhalb S mit ihren e 
lich und stetig ist, ist eii 

Dieser Satz ist noch in Uebereinsl 
fiir das logarithmiscbe Potential. 

An Stelle der Function KQcr) 1 
andere Functionen setzen, Wenn wir 
liebige analytische Losung von J v - 
wir sie uns leicbt in beliebiger Men 
Oder Bessel’sche Functionen herstell 

(10) I = K(Jcr) 
setzen, so ergiebt sich aus (9): 



und liber ein Gebiet, das den Punkt j 



Zum Beweis der Formel (11) ist 
Stetigkeit der Differentialquotienten • 
Wesentliche dabei ist nur, dass die 
Theil von S', der den Punkt jp nicht ( 
Lassen wir also die Stetigkeit dei 
zelnen Punkten oder Linien dahingest 
Bestandtheile S' und S", So dass diese 
S" entbalten sind, so wird die Formel 
fiir S' richtig sein, wenn nur das iibei 
erstreckte Integral 


§■ 114. 


Der Mittelwerthsatz. 


11. 1st V — I — K(kr) eine iiberall endliche ana 
tische Losung der Gleichung Jv -f- = 0, r 

u eine stetige Losung derselben Gleichung, de: 
Derivirte hochstens in einzelnen Punkten o 
Linien unstetig werden, jedoch so, dass < 
Gleichung (13) iiber jede die etwaigen Unstet 
keiten einschliessende Hiille 6 erstreckt, 
friedigt ist, so ist u in dem ganzen Gebiet 
eine analytische Function. 

Da man in die Function X eine beliebige endliche An: 
linear vorkommender willkiirlicher Constanten aufnehmen kj 
so konnen wir dieser Function noch weitere Bedingungen ■ 
scTareiben, z. B., dass sie in gewissen gegebenen Punkten = 
"werden soil. 


§. 114. 

Der Mittelwerthsatz. 

Eine andere Gestalt nimmt hier der Mittelwerthsatz an, 
wir in §. Ill, IV. fiir das logarithmische Potential ausgesproc 
haben. 

Wir wenden dieFormeln (8) und (9) des vorigen Paragrap 
anf ein um p als Mittelpunkt beschriebenes kreisformiges Ge 
Radius r an, und erhalten, wenn wir die Ableitungen 
B essel’scben Functionen J(x) und K(x) mit K' (x) 

zeichnen, da hier djdn = — 0/0 r ist: 

27t 2 7Z 

( 1 ) = j K{hr)\^y^d» — K'{lr)^ud&, 

0 0 
27t 2 7C 

C2) 0 = ^ J(hr)[^d& — ^J'Qir)\ud&, 
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2 Jt 

( 4 ) 'u,pJ(kr) — -^^ud‘ 

0 

III. Das arithmetische Mittel 
au£ einer Kreislinie mit der 
dem Werthe von u im Miti 
cirt mit der Function J{kr] 
pherie. 

Dieser Satz zeigt, dass sich unsere 
halt, -wie das logarithmische Potential. 

Wenn zunachst Up = 0 ist, so zeigt 
auf keiner um den Punkt jp gelegten Kre 
anderliches Vorzeichen haben kann, und 
solchen Kreislinie wenigstens zweimal = 

IV. Durch jeden Punkt, in dem 
schwindet, geht eine Linie, 

Y. Eine Linie, in der it = 0 is“ 
theile, in denen. u positiv i 
denen u negativ ist. 

Es kann hier, anders wie beim lo^ 
Punkte und Linien geben, in denen u 
einen Minimumwerth hat. Diese extre 
aber nicht gleich Null sein. 

Die Gleichung J (A) = 0 hat, wie wi 
haben, unendlich viele Wurzeln, von denen c 
ist. Wenn wir also r = ocjh setzen, so i 

27i 

j udd' = 0. 

0 

VI. Es muss also auf einer Kr 
Radius den Werth oc/h hat, \ 

1 1 Ck n* Ck -n YTTk rr TTnrkrk + irvn m ^ 


§. 115 . 


Harmonisolie Funotionen. 


§. 115. 

Harmonische Functionen. 

Von besonderem Interesse sind die am Rande der Fla 
>S verschwindenden Losungen der Differentialgleicbung 

^ V/ “ 1 “ Vj 0 

in der Flache S, weil diese Functionen die einfachen peric 
schen Be we gun gen der am Rande eingeklemmten Mem 
bestimmen; Wir neniien sie die bar monischen Functio 
der Flache 5. Sie treten nur fiir gewisse Werthe der ( 
stante A:* auf, deren jeder eine einfache SchwingungsfOrm 
stimmt. Diese Werthe der Constanten die in unendli 
Zahl vorhanden sind, miissen fiir eine gegebene Form der FI 
S bestimmt werden, wenn das Schwingungsproblem gelost we: 
soil; es kann dies aber erst dann geschehen, und zwar d- 
Liosung einer transcendenten Gleichung, wenn die particul 
Losungen fiir ein un be stimmt es Zc^ bekannt sini Es 1 
bei besonderen Formen der Flache S vorkommen, wie wir es : 
bei.der quadratischen Membran gesehen haben, dass fiir e 
■und denselben Werth Ton /c^ zwei oder mehr harmonische F 
tionen Mj, moglich sind, und zwar giebt es dann immer 

ganze Schaar ai -f- Uj % "H" • • • willkiirlichen Coefficie; 

... Die Ermittelung solcherFalle hangt von zahlentheo 
schen Fragen ab, iiber die uns, abgesehen von dem einfach 
Fall der rechteckigen Flache, nichts bekannt ist. 

Andererseits konnen fur solche Werthe von fiir die 
harmonische Function TJ der Flache 8 existirt, die Randwe 
einer Losung der Gleichung (1) nicht beliebig vorgeschrie 
sein; denn nehmen wir in der Formel (6), §. 113 fiir w ( 
diese harmonische Function IT, so ergiebt sich fiir die Randwe 
von u die Bedingung; 
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§. 116 , 

Die harmonische Gr 

Wir stellen folgende Aufgabe: 
1. Es wird unter alien in ^ 
S verschwindenden Fu 
gesucht, die nnter der 

(1) j (?/ = 


das Integral 



so klein als moglich 
Flachenelemente von ; 


Dass, wie in der analogen j 
P otentials, die Function u = 0 sei, 
ausgeschlossen. Wir setzen zur Ab^ 
liebige Functionen sind: 

( 3 ) 

Wir nehmen eine solche stetigt 
virte in einzelnen Linien oder Punki 
stetig sein konnen und beweisen nun : 
fur die gesuchte Function aufzustell 
1. Das Integral Sl(u) kani 
den, wenn es eine am 
stetige Function w in , 
leitungen endlich sind 


ty. 


Die hariiaoTii Hche Gr midfunction. 
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fj rrz (^1 -“I- — |— ]tW<j 

h vind a Coiistanteu bedeuten. 

Es verscliwindet liiernacdi II :un Kaiide, urid es ist nacli (4): 

I Ifidf z=z ( I 4-' h-ay j u'Ulf 4~ 

^Yvm\ also sowolil (I als ii dor Ikalingiing (1) geniigen solleii, 
tuiss 

1 ^ j ^ k- a — y 1 — in 

i. Ilita’jiuH soil dio Constauto a als Function der Constanten h 
tiimnt w(^r<len; a wird laadl, wcnn h hinliinglich klein ist, und 
m die Quadratwairztd positiv goiionunon wird, so ist a = — Im 
h — 0, bbdbt also cuidlicE. 

Ist a HO boBtinuiit, so gcniigt IJ dor Ikulrngimg (1). Es ist 
jr 

IJ) r— : {' I I k^ (l)'^ SI (u) I " 2h(\ I - k-^ a) SI (u^ w) 4“ 

1 hiorfiir kann man aucli sotz<m: 

Sl(ju) 4“ 2hSl(n^ w) 4” 

lem man alio d'(‘rmc, dir^ mil k^ und luiheren Potonzon von h 
iltiplioirt Hind, in zuHamnnuifaHst 

Da nun H und Sl{ii, iv) ondlich sind, so lainn man, wcnn 
(h, w) nicdit vm-Rc.hwindet, h ho klein annehinen, dass 
j h(^) im Vorz(dch(3n mit Sl(u^'W) iiborcinstinimt, und 
^iin man dann dmn h das entgcgeiigesetzdn Ztuchcn gicbt, ho 
rd Sl{ !J) Sli’U) ncgativ, also 

.<^(f0 Sl(u), 

z- h. w. 

Iliiniimdi musB also, wcnn d(‘.r gi^suchtc Minimuinwcrth 

t, fiir jodcH dcr Pedingung (4j gcnugcndo, am Uande .Ter- 
liwindcmdi^ w 


SI (a, ic) * 0 



Die Function rj ist dann an 
bnnden, als dass sie innerhalb S 
gleicb Null sein soil. 

Wenn wir diesen Ausdruck v 

folgt 

(11) SI(U,7]) — [iS 
und wenn wir also 

( 12 ) = 
setzen, also mit Tc^ den gesuchte 
also eine Constante bezeichnen, sc 
wir fur den Wertb (10) einsetze: 


(u, rf) 


Wir zerlegen jetzt die Flacbe 
an einer Curve 6 zusammenstossen 

Fig. 46. 


f stetigkeiten d 
S" liegen, dai 
in einzelnen 
Grenze s von 
0 die Derivirl 
Die Func 
Grenze s glei 
so, dass ihre 
lassen sie abe 
Das Flachenintegral 


P{u, ri) 


zerfallt dann in zwei Theile P' {u^ 
Elemente df\ df^ von S' und S 
noch unter v die ins Innere vo 


V ierzehntei- A 
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-f l‘iu)df' -f- I u{^y] -)- li^n) clf" 




^ Nehmen wir zunachst rj innerhalb 5" und an der Gr 
gleich Null an, so ergiebt sicb 


\^ri {J u %t) df = 0, 


und da ri in S\ abgeseben von dem Grenzwertb Null, will 
ist, so folgt bieraus 

(15) J u = 0. 

Diese Gleicbung ist bierdurcb zunacbst nur fiir die 
S' bewiesen. Da aber S' jeder Tbeil von S sein kam 
etwaigem Ausschluss solcber Linien und Punkte, in .den 
Ableitungen von u unstetig sind, so ist die Gleicbung ( 
der ganzen Flacbe G befriedigt. 

Wir macben in der Formel (14) nocb eine zweite An 
iiber ri, Wir nehmen einen willkurlichen Punkt ^ innerl 
an, und nebmen eine Function I wie im Satz §. 113, II 
eino Losung der Gleicbung 

m = 0 , 

die im ganzen Gebiete S, mit Ausnahme des Punktes p ( 
und stetig ist, und im Punkt p logarithmiscb unendlicb w 

Wir nebmen rj = I innerhalb S" und setzen 7} willl 
jedoch stetig, in das Gebiet S' bis zum Rande s fort, so 
am Rande s den Wertb Null erhalt. Dies ist moglich, we 
A in den etwa vorhandenen Beriibrungspunkten oc^ , 
und <5 gleich Null annehmen, was nacb der Schlussbemerk 
§. 113 gestattet ist. Es ergiebt sicb dann aus (14): 


(16) 


dd — 0 , 
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Es ist also u eine harmonische Function de 
nennen sie die harmonische Grundfunctic 
Aus 2. ergeben sich uber diese Function no 
rungen : 

3. Die harmonische Grundfunction 
8 iiberall dasselbe Vorzeichen. 
Wenn namlich die Function u theils negat 
ware, so miisste eine Linie Z existiren, an der 
wir konnten eine Function u' bilden, die libera 
ist, mit u iibereinstimmt, und wo u negativ ist, 
ist dann 

£l{u') = Sl{u) = 

An der Linie Z konnen aber die Different! 
nicht immer stetig sein, weil zu beiden 5 
selbe Zeichen hat, was nach §. 114, V. bei einei 
gleichung J u-\-'k^u ~ geniigenden Function i 
rentialquotienten nicht moglich ist. Es wiirde 
dem Satze 2. durch Abanderung von noch V( 
konnen, was der Voraussetzung widerspricht, da 
der kleinste Werth dieses Integrals sei. D 
Grundfunction entspricht eine mogliche Schwi; 
bran, die wir die Grundsc hwingung ode] 
Anwendung) den Grundton nennen; Linie 
Function u gleich Null ware, wiirden bei di 
Knotenlinien sein. Wir haben also den Satz: 

4. Die Grundschwingung hat keine 
und ferner: 

5. Die harmonische Grundfunction 
Punkte im Inneren von S versch 

Denn die Annahme, dass u in einem Pun 
widcrsuricbt nach 4. dem Satze S. 114. IV. 


2 


§. 117, Die hoheren liarmonischen Functionen. 

geniigen. Wir bezeichnen mit fe, c Constanten und setzen 
u — h{u-^ c%)* 

Dann kann, wenn h von Null verschieden ist, it nichtidentis 
verschwinden und es ist 

(17) = 0. 

Fiir jedes c lasst sich die Constante /i, vom Vorzeichen s 
gesehen, eindeutig so bestimmen, dass 

^u^df — 1 

wird. Dann ergiebt sich aber aus (17) durch Multiplication r 
udf und Integration iiber S nach §. 110 (4), wenn dort w = 
gesetzt wird: 

Sl{u) = 

Es wiirde also u fur jede Annahme iiber c eine harmonise 
Orundfunction sein. Nun kann man aber c so bestimmen, ii 
u in einem beliebigen Punkte von S verschwindet, was mit d( 
Satze 5. im Widerspruch steht. 


§. 117. 

Die hoheren harmonischen iFunctionen. 

Nachdem die harmonisclie Grundfunction u der Flache 
bestimmt ist, kommt man zu den hoheren harmonischen Fui 
tionen von S auf folgendem Wege: 

II. Es wird unter alien in S stetigen am Ran 
von S verschwindenden Functionen eine sold 
%, gesucht, die unter den Bedingungen 

/ 1 ^ i u? df == { uu. df = 


0 
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Man zeigt zunachst, genau wie bei 
1. im vorigen Paragraphen, dass die Fu 
Function in die den Gleichungen ! 



die Bedingung 

(4) ^v) = 0 

befriedigen muss. 

Hierauf setzt man 


(5) :=z ri — ^ 

und bestimmt die Constanten /Ui s 
dingungen (S) identisch, fur jedes ri 1 
wegen (1) und §. 116 (1): 


( 6 ) 




dann ergiebt sich aus (4): 


SI (%, ri) — u) — ft 


und da nach §. 116 (9): 

u) = 0 , 

und nacb der Voraussetzung 

(7) = hi 

ist, so folgt hieraus 

SI (Ml, n) — f*-! = 


und endlich nach (6): 


( 8 ) 


' fdui difi , du-^dri ^ ^ 

Jfe 8^+ 


^ 1- - 


§. 117. Die hoheren harmonischen Functionen. 21 

(§. 116, 3.) nicht in der ganzen Flache S dasselbe Zeichen habe 
wie aus der zweiten Gleichung (1) unmittelbar zu ersehen ist. 

Der Function % entspricht eine mogliche SchwinguDg d 
Membran, die die erste Oberschwingung oder der ers 
Oberton heisst. 

8. Die erste Oberschwingung hat immer Knotei 
linien. 

Wir kbnnen auch nicht schliessen, dass es nur eine sole 
Function iii giebt. Wir haben irn Gegentheil an dem Beispie 
des Rechteckes gesehen, dass es Falle giebt, in denen zu ein( 
bestimmten Werthe von mehrere harmonische Functionen ^ 
horen. Diese Falle haben aber, wie jene Beispiele zeigen, d 
Charakter von Ausnahmefallen , d. h. die Begrenzung der Flac 
S ist an irgend eine bis jetzt nicht bekannte tiefliegen 
algebraische Bedingung gekniipft 

Man kann auf diese Weise unbegrenzt weiter gehen, und 
wird geniigen, wenn wir noch den niichsten Schritt beschreib( 
III. Es wird, nachdem die beiden ersten Schwingung 
functionen % gefunden sind, unter alL 
stetigen am Rande von S verschwind end< 
Functionen eine solche, gesucht, die unt 
den Bedingungen 



dem. Integral Sl(u 2 ) einen kleinsten Werth 
ertheilt. 

Diese Function kann wegen (9) mit keiner der beiden Fui 
tionen u, %, noch auch mit einer linearen Verbindung von ihn 
mit constanten Coefficienten identisch sein, und da die I 
dingungen (9) die Bedingungen der Aufgabe II. einschliess' 
80 ist 
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geniigenclen Functionen und setzt d; 
(13) w — ri — 

^vorin, damit (12) befriedigt sei, 


^ = riud f, = j 17 


zu setzen ist, und dann ergiebt sich 
oben der Satz 

9, Die dritte barmonisclie . 
am Rande ver schwindend 
der Differ entialgleichun^ 

^ ”” 

Es kanii also bier der Fall eintr 
dann namlich, wenn die Bestimmung \ 
man aber zunacbst eine dieser Functi 
gewahlt hat. Tritt dieser Fall ein, so 
beliebige constant© Coefficienten aj, <^2 
horige harmonische Function. Geht ni{ 
einer dritten Function iiber, die unt 


(15) |w%cZ/=0, 

I Ma u-i df = 

das Integral Sliu-i) zu einem Minimum 
die nMiste harmonische Function, unc 
nur ausgeschlossen , dass % mit u o< 
werde, sondern aucii dass % von % un 
in der E'orm z=z a u a-^ -|- aa ^2 

Man kann auf diese Weise weiter 5 


l. 118 . Ent wickelung nacli harm onischen Functionen. 


Diese Functionen geben die hoheren Oberschwingun^ 
Membran. 

Alle hoheren Oberschwingungen haben Ki 
linien. Durch diese Knotenlinien wird die Flache S in 
getheilt, in denen die entsprechende Function Ui abwe 
positive und negative Werthe hat. 

Durch die Differentialgleichung selbst sind die harmo 
Functionen nur bis auf einen constanten Factor bestinan 
her haben -wir diesen Factor durch die Bedingung 

(18) 

bestimmt, und wir wollen daran auch jetzt noch festhalte 

Ueber die Knotenlinien der hoheren Oberschwingungi 
sich nicht viel Allgemeines sagen. Die bekannten B 
sprechen dafiir, dass die Tc, 7^2, ••• der Eeihe (16) n: 
Index ins Unendliche wachsen, und dass es also unter ei 
stimmten endlichen Grenze nur eine endliche Anzahl vor 
giebt. 1st dies richtig, so folgt auch, dass es zu eim 
stimmten Tc nur eine endliche Anzahl linear unabhangig 
monischer Functionen giebt. Unter gewissen allgemeinc 
aussetzungen iiber die Gestalt des Gebietes S hat Poi 
hierfiir einen Beweis gegeben (in §. V. der auf S. 277 
Abhandlung). 


§. 118. 

Entwickelung einer Function nach harmonisi 
F unctionen. 


Sind u und v irgend zwei harmonische Functionen der 

.-j. 7- -1 ni. 1. r'i 1 


o 
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Die linke Seite ist aber bier gleich 
und es folgt also, wenn X von /c vers cl 



Hieraus konnen wir zunachst schlies 
monische Function geben kann, die zu ein 
Denn wenn Ic complex ist, und A zu c< 
Tc von X verschieden , und u und v si 
imaginar, oder konnen wenigstens so ang 
ist aber uv wesentlicb positiv, und die G 
lich. Dass Tc nicht rein imaginar, d. h 
haben wir schon oben nacbgewiesen (S. : 
Wir nehmen nun dieEeihe der auf ei: 

( 2 ) Jc, Tci, 7^21 Iq . . . 
und zu jedem die zugehorige harmoniscl 

( 3 ) Ui, 
die wir der Bedingung 

(4) j u! df=l 

unterwerfen. Wir selien zunachst von 
einem Iq naehrere harmonische Functioi 
wenn h von i verschieden ist: 



Es sei nun (p y) eine in der F 
gebene Function. Wir suchen die Const 
bestimmen, dass 


^6) (p {x^ y') = CL Vj —j— (Xi Ui — j— c 


§. 118. Entwickelung nach harmonischen Functionen. 29 

bestimmen. Es ergiebt sich namlich, wenn wir mit uj,df mult 
pliciren und iiber S integriren 

C?) ah = <p{x,y)uhdf. 

'Wenn wir aber jetzt annebmen, dass zu einem Werthe I 
mehrere, etwa v, linear unabhangige harmonische Functionen g( 
boren, so wird das eine Glied unUh der Reihe (6) durch de 
Complex 

a^h -)- 0.% Ufi -|- • • • ftW ttW 

ersetzt. Setzen wir dann 

( 8 ) ^ufuWdf=W^^a, 

SO wird im Allgemeinen nicht verschwinden. Wir erhalte 
zur Bestimmung der Coefficienten an, ... das System d( 
linearen Gleichungen: 

^<p(x, y)uudf — a'h Wj, i + n* Wa, i H f- 


(p{x, y)uidf = + «!>' m^ 2,2 -1 + 


J 9 y)'^h^ -f- V 

Dass die Determinante dieses Systems 

^ — 1 ~- 1 '^^ 2 , 2 * * * V 

niclit verscliwinden kann, ergiebt sich so: wenn z/ = 0 ware, s 
konnte man die Constanten Ci, ... Cv so bestimmen, dass 

1 ~j ^2 2 V — - 0 

ware fiir i = 1, 2 ••• v, und da Wi-k = w-^a ist, so erhalt ma 
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Daraus aber wiirde folgen: 

was der Annahme widersiDriclit, ds 
hangig sind. 

Man kann aber auch die Rep] 

itjlj . , 

der linearen Schaar so auswahlei 
das Integral verschwindet, we 
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Fiinfzehnter Abschnitt. 


Elektrisclie Welle n. 

§. 119 . 

Die Maxwell’schen Gleicliuiigen. 

Die Maxwell’schen elektromagnetischen Grundgleich 
die wir im achtzehnten Abschnitt des ersten Bandes bespi 
Baben, erheben den Anspruch, dass aus ihnen alle Erschein 
nicht nur aus dem Gebiete der Elektricitat und des j\ 
tismus, sondern auch die Lichterscheinungen abgeleitet t 
konnen, und das durch die beriihtnten Hertz’ schen Ve 
eroffnete Gebiet der elektrischen Schwingungen stellt 
erfahrungsmassig eine Verbindung zwischen diesen beide 
scheinungsgebieten her. Ohne die allgemeinen Grundlagen 
grossen Theorie anzugreifen, muss aber doch hervorge 
werden, dass manche von den Voraussetzungen im Ein 
hypotlietisch oder thatsachlich unrichtig und nur Annabel 
sind, und dass Manches auch, namentlich in Bezug auf die < 
bedingungen, nocli vollig unbekannt und dunkel ist. B^ 
grossen Bedeutung, die diese Gleichungen fiir unsere ganz( 
sische Weltanschauung haben, ist es eine Hauptaufgab 
matliematischen Phvsik. ihre Intesfration mofflichst zu fc 
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L c curl 9K = £ ^ 

II. c curl S = — 

Hierin bedeutet (S den elel 
EJraftvector , c die Lichtgeschw 
a die Dielektricitatsconstante, ft 
c, A,, s, ft sehen wir jetzt als con 
Aus L folgt (Bd. I, §. 158) 

a — — 1 ~ 4; 

und daraus ergiebt sich, dass die 

III. diy (g ; 

fiir alle Zeit befriedigt ist, wei 
wollen, am Anfang als erfiillt 
besagt, dass nirgends im Felde Eb 
keit vorhanden ist. 

Ebenso besteht im ganzen I 

IV. diy m 

Aus I und II. konnen wir : 
niren, wenn wir I. nacli t differ( 
So erhalten wir 

(1) — curl curl (g = e 

Um hieraus explicite Gleicbi 
iT-Componente yon curl curl (g. 

dy \ dx dy ) 


§. lli). 

Die M a x wel I’scdK^ ii 

(UtMCili un^'cn. 

(2) 

cA JL^ — ifi . 

-f-- 4 Jt /I a 

ot 

(;^) 

c-J h,, i fi , 

() 1 “ 

1 , - () En 

(4) 

.. , 

c- xJ Vj “ ir U , 

Ol^ 

1-^ 4 nly 

rt 

wozu nocli :iuH 

III komnit: 


X) 

'() Ex 1 A’v , 


cx * cy ‘ 

(' r: 


:\0i 


Ila.t niJiu mis dicstai (5h‘i<’huii^('n (len Vector bcstinimt, so 
erhiilt man aus II. (li(‘ OomponenUm voii yjl (lurch Quadratunui 
in Bcizujj; auf <li(^ Zoii, and <U(^ Integra, tionscauistanhai, die Func- 
tionen (hiS ()rt(\s sind, w(‘nh‘u (lurch die Anfangswortho von Mx-i 
My, Mz h(‘stimmt. Sind di(‘, Anfangswerthe von 
Mx, My, M;: gc^gidum, HO (u’halteu wir a, us 1. die Anfangswt3rtlie 
von dExi'cti und aus Ikl I, §. IhG folgt, 

dass di(‘. Ldsung(»u von (2), (d), (4) (undeutig hestiiumt sind, 
wenn dh^se Anfangswertlui iin ganzem Raume gegehen sind. Er- 
fiilhiu di(‘H(5 Anfang.swertla*, die Ihalingung (5) und dii^ dundi 
Dificremtiation nach / daraus hervorgegaugene (Jhvichung, so 
bleil)t dieH(‘ (ihdchung I'iir alle /adt (udullt, und hraiudit nicdit 
weit( 5 r heri'udimc.htigt zu wenhm, Hicuaiach (udorden’t die Ldsung 
des ProhloiuH di(‘ !nt<‘grati(»n dtu* Diirenmtialglcutdmng 

( 6 ) r-^.lC - til I 4 7r.X ft ''II 


mit dim N(dHvnh(‘dingung(Uu duns U und d ///(*/. fiir I 0 in 
g(‘,g(3h(me Fuiiciionen des C)ric‘H i’dHU'geluni. 

In deni lH*smnh*ren Falhs dans (I uur von tuner Coordina.te 
X ahhiingt, nininit die (Ueiehung (il) die einfachere (Srestalt an: 
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I'iinfzehnter Absc 


§. 120 . 

Die Wellengleic 

Wir betracliten jetzt den Vorgai 
setzen demnach £ = ^=1, A = 0. 1 
(6) des vorigen Paragraphen die einfa 

( 1 ) 

U soil mit seinen ersten Differential^’ 
es sind noch die Nebenbedingungen z 

(2; Z]=f{x,ij, 0 ) j 

(3) ^=F (x, 2 /, s) J 

wir nehmen / und F als im ganzen R 
des Ortes an, suchen also die Ausbre; 
Gleichgewichtsstorung , die sicb mogli 
endlichen Raumtheil bescbranken kar 
von sonstigen Grenzbedingungen. 

Die Losung dieser Aufgabe lasst s 
Weise durchfiihren: 

Wir nebin.en irgend einen Punk 
^15 2 /i 5 ™ Eaume und fiihren um 

punkt Polarcoordinaten ein, indem wir 
X — jTi = r sinff 

(4) y — — r sinff 

Z = T COSff 

setzen. Dann erhalten wir nacb Banc 




1 d^rJJ 


A TT 


1 


0sint 


120. Die WellengleichuL < 

so ergiebt sich, da 




0^ 


dO' 


23 

= o,f 


02 U 


1 st ; 


^2 

4 


f 

iTt J 


^ Udcj = r 
d^U 


0 (p 
02^ 


~ dtp — 0 


undL folglicli aus (1): 


dp 

02*^ 


d(X) 


0r2 ’ 
02;^^ 


0^2 


dP 




0r2 


eine Gleichung, die der Form nach mit der der schwinge: 
Samite libereinstimmt. 

Setzen wir nocli 


CS) 


^ I /(^) y, s) d CD = cp (r), 
j F{x,y, s)d<a = $(r), 


SO sind 9 (r), 0(r) Functionen von r, die zugleich mit / nn 
gegeben sind, aber nur fiir positive Werthe von r, und 
erhalten nach (2) nnd (3) fur SI die Nebenbedingungen 

(9) SI == q) (r), — 0 (r) fiir ^ = 0, r >>• 0. 

0 t 


Dazu kommt aber noch aus (6) die Bedingung 
(lO) = 0 fiir r = 0. 

Die Bedingungen fiir die Function SS hangen aber auch : 
von den Coordinaten ab, und wenn man SI als bek 
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F iinfzelinti 


( 12 ) q}(—r)= — <p(r), 
definirt werden, 

(13) Si, = l[g,(r-j-ct) -j- q 


und die Anwendung von (11) er 

(14) r=z g 


wenn (p* if) den Differentialquoti 
fiihrlicher dargestellt ist nach {i 

1 


(15) 




t 


(16) 


dq)^ sin'0’<^O’i^(iri-4--c^sinO’C 
0 

Arc cp* 


0 _ 

dt 


'M7T. 7t 

d 9|sin'0*d'0’/(iri4-c^sin'6’cc 


DerAusdruck (14) fiir?7set: 
zusammen, die durch (15) nnd ( 
wir zur besseren Uebersicht mil 
die eine vom Pxinkt jp anslaufe 
Axen einschliessen, nnd lassen bei 
des^Punktes p den Index 1, ( 
wieder weg, so konnen wir die 
da:^ellen 

t 


ti'TC -l/x 


1 0 r. r 


' F(x-\- 


120 . 


Die Wcllengleichung. 

woriu (liinn day das Flilclieiielenierit dor Einheitskugel b( 
iiiul die Integration iiber die ganze Einheitskugel 
streek(‘n ist. 

Ks ist also der Zustand V im Punkte in 
Augenblicko t nur ablulngig von dem Mittelwert] 
<lie Kunotionen P] f nnd die Diffcrentialqiiotiente 
/ auf eiiier urn p init dem Radius ct besclirie 
Kugeiriiiche liaben. 

Nehnien wir z. R. an, es haben die Functionen /, F 
eineni endliehen (ud)iete, <las wir da.s Erscdiiitteriingsgebiet 
wollen, von Null v(n’s<dn(idcnt‘. Werthe iind bczeiclmen niit 
F' die kl(‘iiiste and griissh^ l^aitiernung des Punktes p, c 
ausstoRalb des lM\seJiritt(mingsgebi(it(^s annelnnen wolle 
<li(‘S(‘ni R(‘])iet(‘, so ist H nur so langc von Null verschiec 

r' < ct 

ist; es ist also <li(‘s(ir Punkt nur in dem Zeitraum von t' 
bis r" e im (ileie.bg(‘wi(‘ht gestiirt, und man kann si 

vorsiidlim, dass iiber den Punkt p in dor Zeit von V bis 
Wcdlc binweg g(dit, und mieh dioser Z(nt bofmdet sich dei 
p wifale.r in seinmn urspriinglicben Zustande. 

Gehiirt (btr Punkt p dem iirspriinglichen Erseluitt 
guduet an, und ist die grdsstc Entfernung von jp \ 

Mreiize, d(*H ErHebutt(Tungsg(‘bieteH, so wird er in der Zeit V* 
in <li(j Rulndage zuriuRgekehrt seim Ist also das anfii 
lvrs(diiitterungHgc‘.bi(d (dn einfach zusarntncnhaTigondcr Ra 
wird Hic’h nnedi Verlauf einer gewissen Zeit eine schalen 
\Vellt‘ bildem, die sicdi mit der (lescdiwindigkeit c ausbreite 
Punkt, in dem zuerst winder Rube ointritt, und den Zei 
wane dies gc^schicdit, erluUt man, wenn man den Punkt a 
in d<un die groBste Kntlernang r" von der Grenze ( 
H{dditt(‘rungHg(du(‘teH (‘ineu mbglichst kleinen Worth h 
z, li dan urstuaingliehe Krscdiiitterungsgebiet cine Kugel i: 


:;iK' 

r nr^ i . n. 

Ui*.- m!!-r 

Wir li.^i ■ "r. - :> * :* i 

^ n, I . 11 »1 

d I - , ,1 / ft ■ 


1;, •■■ 1 ^ r 

iri !'■ , w* 

II ; U.l ^ '■ . •" ' : J i 

1 i I*']- :5 i ft 

tni.j -it*-!;!- H ;r ‘i.t! .r- ^ * 

: -H-:, .|.t 

hsr 1- ■ /.:■■'. J ' ■ 

!- 

lljr tll»' 1 •*! *pk ,’ 4 ■ 

Ij. h^.> . 

l>-h , Ui ‘i» 1u 

,\ «l |t! iMj 

ii%i, \*,- 1- 

.- ! M ! M,irk 

iliir*'li **' 1 ’ 

i)i ,1. !, ’- 

ivriiuil iiiarj i 

^ r 4*.' 

\Viiriii<4*’'iluiiif It, 'Ll:. 

♦i ‘"jktur 

Wir iir'tf . 

/, M 

i\u' I' UN.? ^ hit, i *i i* 

‘ .t.- J 

!utli^l« ilh‘ u'h h ir 

' i i .*',.< 'i 

* ■ 1 

< i 

(21 ^ ^ ..^ 

tK ' 

t i!f'i^ la M. ’ ■ , :’ 

t , ! ■ 1 . ‘ 1 - 



g«n.'jii<‘r v. * i i * 

1 ' L , u 



i- llil. 


■!1 till' 


ll.'. 


l:il. JHi.' !>il f’eroijt.ial^'leicliiiijg I'ur die "■edilmpftc Welle 




- A 

(1 "" 

■ [at 

u'i ) ’ 

'f'-! U __ 

(if /r a 

2 /i f) n 

'()l- 


rP 0 i 



■3 


uiid \vir erli.'ilten aus (2) 


• 1 - :.! 1 . 


W;||V 

lie'll |l 
1 h l '||4 
l|, 

f ur 


If. J.l*!, 


(4J 

odor \v(niii man 


( ./*- 


0- ll 

'W 


(p 

a- 


(5) ~ X riir rr, // fin* t 

HOtzt: 


(<0 


'(-It c-u 

ir; .7:^ f ' y'^ 


I 


0. 


l)i(‘S(‘ (ileicliung liissi sich in rthnlic.lmr Wcus(‘< wic die 
rentinJjjjlcicdinng d<'r sidiwingcndon Snito durcdi Anwendun 
li ic in nm n’schnn Mnthodi^ integriron. 

Din ninfachsic Annalinu*. iilatr (li(‘. Nnbcmbedingnngcm 
di(i, (lass IJ und r ( t ITir / -- () in Kun(d.ionnn von x 
g(dnm, din liir alb‘ Wnrt.hn dor Varnililnn gngeixm siud. 
snlbn gilt diinn aunli fur u iind '()ul‘('y fiir y — 0. Ks k 
ab(*r nindi, jibiilindi win b(u d(‘r schwingimdim Saiin, noch ( 
bndiugnugnii dn,'/.u koininoiu Wir wolbm zuniiidiHt, win in 
di(^ Annnbiun, manlnm, dasB an (umn* nioht gcs(ddoss(‘n(m I. 
di(^, Function it und ilir nuch d(‘r Normab‘. von c gonorrn 
Dinnrnniiabjuotinnt ( ityt u g(*g(‘b(*,n h(U. Kh sind damit zu 
di{‘, bnidoii fmrUidlnn Ablnitungnn ()n</‘(^y an dm* 

e gognlauu W(*nn wir niin^ partiimlaro Limung ‘P dor Dleii 
(0) .‘umnlunnin also 


(7) 


ir-'' n ir4-^ p 


{) 


>1 ‘il'I 
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und daraus durch Anwendung d< 
dv^ 


( 8 ) 


|[(» 


du 

dx 


u 


d X 


“f- 


liber die Begrenzung eines Gebie 
tionen mit stetigen Derivirten si] 
Um ein passendes Gebiet at 
§. 90, den Punkt p mit den Cooi 


Fig. 47. 



tie: 

ziel 


(9) 

bis 

c. 

eck 

wei 


(w, 


Lii 


zerfallt also in drei Theile, Yon ( 
erstreckt ist: 


( 10 ) 


IK* 


0 U 


0 X 


U 


0^> \ 


(vdu 


dxj 
%dv) 


Wenn es gelingt, die partic 
dass an den Linien (9) = 1 isi 

und aus (10) folgt 


lieBtimniunf; der inirticii luren Ldsung v. 


§. 122 . 

mmuiig der particxilaren Ldsnng v. 


Die, Anwendimg der Fonuel (11) des vorigen Paragrap 
sctzt die Keiiiitiiiss einer Function v voraus, die den Bee 
gungen g(‘nugt: 


die an den beiden (leraden 


(2J (.r — .Y,) ■— (?/ — ?/i) 0, (X — :i\) - iy — ^i) — 0 

d(ni (U)nsia.nt(‘n Wiudli I hat, und in d(‘m zwischen dicsen 
ra,den enthaUcnuni Winkclraum (Fig. 47) niit den en 

D(‘,nvirt(ni endliedi und 8t(‘tig int. Di(‘R0 Bedingiingou nind weH( 
lieh (‘infa,eh(*r als di(^ fiir die Function u, da sie nichts m 
von der (hirvt‘ c und niclitH von den an diescr Curve v 
kilrlicdi gegebcnitui Bedingungen fiir u onthalton. 

Fiu dm Function o zu bostinimen, bemerken wir, da.8S 
Function 


(H) ^ -- \iy “ - (^ 

an l)i*iden I/inien (2) verscliwindet, und in doin Cebieb^ in ( 
« m bcHiiininen ini, reelle, Worth(‘. hat, weil bier 

(if * lit) ^h) inul (?/ ?/,) f (.r ~ X,) 

Imide in^gaiiv Him!. Wir w(dlen verHiudien, die*. (JbdcJmng ( I) m 
di‘r VorauHHetzung zu intogrinm, dasB v oim‘. Function vo 
alhdn sei. Hs ergitdd nich lad diener Aunalnne 
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Fiinf zebn ter A1 


Oder 

(4) 


1 dv 

^ 2 dv 

d0 0 d£ 

d^v , 1 dv 

d0^ 0 cl0 


und dies ist die Differentialgleichun 
tion der OrdniiDg 0 und vom r( 
[Bd. I, §. 68 (4), §. 69 (13)] 

(5) V — J {iz) = 1 + ^ 


die, wie von der Function verlan^ 
Werth 1 iibergeht. 


§. 123. 

Gegebener Anfangszustand i: 

Wir wollen zunachst den Fall I 
zustand fiir alle Wertbe von x gege 
Stelle der Curve c die x-A-xe zu sei 

(1) u=/(x), = 

'worin f(x) und F(x) gegebene Fun 
Die Abscissen der Punkte oc, 
— 2 /i 5 “H 2/i ^^cl es ist in den 
Es wird fiir ^ = 0 

( 2 ) 2 = iy^— {x 


und foldich nach 8. 121 ('ll) 


§.123. Gegebener Anfangszustand im unbegrenzteu Mittel. S. 


(4) 


1 dv 1 I I 

S’ ■“ 2 22.4 ' 22T4^ 


■fiir ^ = 0 endlicli bleibt. 

Um von cler Becleiitung dieses Resultates eine Anschauui 
za bekommen, wollen wir annehmen, die anfangliche Gleib 
. gewiclitsstdrung sei auf ein endliclies Gebiet besclirankt. 1 
seien also 

f(^x) — 0, F(x) = 0, wenn x < hi oder x >> As, 

worin hi mid die Abscissen gegebener Pankte sind. 'W 

nehmen nun einen bestimmten positiven Werth yi von d. 
einen bestimmten Zeitpunkt. Dann zeigt die Formel (3), da 
C^i ? Vi) — ^ ist, wenn 

(5) < 7h — </j Oder > h-i + ?/,. 

Es pflanzen sich also die beiden Enden der Welle mit co: 
stanter Geschwindigkeit c/a [§. 121 (5)] nacli vorwarts m 
nacb rllckwarts fort. Dies ist ebenso wie bei der Differentia 
gleichung der schwingenden Saite oder bei der ungedampfR 
Welle. Anders aber verhalten sich die zwischenliegenden Thei 
des Mediums. 

■ Nehmen wir an, es sei yi bereits grosser als V 2 (^^2 — 
geworden, und betrachten einen Werth von fiir den 

h — yi<xi < ih + Vu 

also Xi — yi < hi und Xi yi'/> /^ 2 , so sind f{xi — yi) nr 
f{Xi -f- 2 / 1 ) gleich Null und es ergiebt sich aus (3) 

( 6 ) + 

hi hi 

Es tritt also hier zwischen den beiden Enden der Wei 
nicht wie bei der schwingenden Saite eine Region der Ruhe ei 

QnnrlAr-n oi beblill. inip.b bpirlA-n End An Ain An mil, rl 



<lureh <li>' l’<ui pib!./' 

\Vi‘iin ’^vir in I Mi in-n ^ 


so nrjiinbt -i^'h n, ln!‘ 

Koriael Cii ml'^prirh! v,. i.n-^ 

Werthn vin»L -n h 

erulli<*!n*n r#«*r*i«'ii Mni N'n!i v»-.! ‘ 
0(li‘r Spieanhiiii: ‘i’-r Wrii-' ;*n ■•i* ^ 
Hei tloY I- 

Wrrthe. ih’U rv in *t*n 

man tii»* rlrktns^ In-n Kratn’ r:. -n , 

st«*n^ nalnvn ;?1- v-r^rnw inn* i-^^i 

Ut*!li‘\i*»n an li ."n. 


■n L 'l 

\V i 1 1 k li li M' in’ r A r. I a - : 

IHf» lPll*'r*'i.iiaUnn ' 

||. 12! M ||, in *in’r \nt « ■ I * n- 

, :■ I 

(I) • ! 

liiHht nil'll anf <ii'!i fji ' k-^I' i* 1 
graphi.ni lN‘haii4» It p- <■ 

din %vir iin t 12 ^^ -’n’ h ’ n 

din iiii|£ndaiiipP*^ p n ' ■ 

willkiirlit'lMii Piinlf p n n . > ^ 

ImAnirliinii iinf i 4*-ii ♦ a. I i 


§. 124 . Willkiirliclier Anfangszustand im Kaume. - 

und hierzu kommen die Bedingungen fiir den Anfangszusta 
fur < = 0, r > 0 : ^ j/ (a;, 2 /, «') ci C3 = 9 (r), 

I? = 

und fiir r = 0 

=r 0. 


Demnach setzen wir 


(4) 9 {—r) = — 9 (r), 0(—r) = — 0(r), 

und konnen dann unmittelbar die Form el §. 123 (3) anwenc 
in der die Functionen 9 nnd ^ / c an Stelle von / und F tre 
Wir erhalten mit Kiicksicht auf §. 121 , (3), (5) 

(5) 2£l = g)(r ct) g){r — ct) 

ljv0{x)dx + ^-^j^^<p(x)dx, 

7 — ct r — ct 

worin v die in §. 122 (5) bestimmte Function von 0 ist, un 
die Bedeutung §. 123 ( 2 ) hat: 

(6) 0 — ^ — {x — ry. 

c 


Um den Werth von TJ im Punkte Xi^ yi, 0 -^ zu erhalten, 
man hieraus den Grenzwerth von ^jr fiir r = 0 zu hih 
fiir den man unter Beriicksichtigung von (4), (6) und §. 123 
den Ausdruck erhalt: 

(7) ZJ = e-f'* [ 9 ' (cO + (ct) + (ct) + 


ct 

3- f 1 dv 


( I d /I dv\ 
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Fiinfzehnter Absohi 


aus, die eine bestimmte vordere Grenzi 
aber nicht schalenformig, sonclern das eii 
gelit erst allmahlich, und in endliclier 
in den ungestorten Zustand zuriick i). 


Die Integration der Differentialgleichun 
ist auf verschiedenen Wegen behandelt von Po 
Pariser Akademie 117 (1893); Picard, ehenc 
ebend. 120 (1895) uud Archive de Geneve t. 34 


Sechzehnter Absclinitt. 


Lineare elektrisclie Strome. 


§. 125. 

Transformation der Maxweirschen Gleichiingen an 
krummlinige Coorclinaten. 

Um auf speciellere Anwendungen einzugehen, ist es n 
wendig, die MaxweH’schen Gleicliungen auf ein anderes (krui 
liniges) Coordinatensystem zu transformiren, wozii die Hiilfsin: 
in §, 90 des ersten Bandes gegeben sind. 

Es seien also wie dort jp, g, r die Parameter von drei or 
gonalen FUichenschaaren , nnd die Variablen seien so gewj 
dass die Richtungen der wachsenden p, q, r ein Reel 
system bilden. Es sei ferner das Quadrat des Linieneleme 
(1) • ds^ = + e' clq^ -\- e'' drK 

Wenn wir mit JEp, .Eg, Mp^ ifcfg, Mr die Compone] 
der elektrischen und magnetisclien Kraft in den Richtur 
jp, g, r bezeichnen, so erhalten wir auf Grand von Ban 
§. 90 (.5) aus den Formeln I, II, §. 119 dieses Bandes 
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c 

1 

(d ie’'Er 

d y? Eq 

]/77' 

\ dq 

d r 

C 

fd Ep 

di7'Er' 

e 

i dr 

dp 

c 

1 

Cdfe'Eg 

d i~e Ep 

y 6 e' 

\ dj) 

dq 


Ebenso erhalt man, wenn man d 
satz auf ein von den Flachen i?, + 

begrenztes Volumenelement anwendet; 


(4) Ve e' e" div ® - + - 

und also aus §. 119, III, IV 


(^) 

(6) 


e" d‘]le''eEq ; 

dp ' 0g ' 

djTJ' Mp di7~eMg ( 

dr ' ' 


§. 126. 

Axial symmetrise' 

Wir wollen diese Formeln auf dei 
Feld um die ^-Axe symmetrisch ist, dai 
coordinaten einfiihren und demnach 
( 1 ) y = r oosd' ^ = 

setzen, der Zustand unabbangig von d 
Es ist dann 

ds^ = 4 " r^dd'"^ 

und demnach ist in den Formeln (2) 


KlektriBclie Strom uiig iii einem Draht. 
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S^ + 4:^XI!r, 


iuis (5) 125 (‘rgiebt sich 

» 1 fir AV ^ ^ 

('X ' r dr ' ’ 

011(1 (G) \vie(l(‘r icb^itisch beiriodigt ist. 

Man kaim hieraus oine einzige Diflerentialglcicliung filr M 
siten, wcnn nia.n die ersto Gleiclmng (2) nacli r, die zweite 
u: diflcrentiii’t, bcido von einander subkahirt und (3) benutzt: 


'() x'^ 


'(V^rM . . . dr M 


I' rrr r V df J ' .| oP ' " ^ dt 

Hat man M gofiunbni, so kann man W.,;, i’iV aus den Glei- 
gtm (2) dun^li Qua<draturon in Bczng auf t linden, wenn die 
iigswanihe g<‘g(d)(*n sind. 

KhtniHo kann nnin Diflerontialgleiclnmgen fur die iibrigen 
pommten nJdeiten, von domm wir noch die fur anliihren: 
A. d/C \ 

H ^ er . iijr, 1 d-./o’;,; , . . d Fjx 

,-,r I- I i,C 

I)i{»Hf‘ (ibdehung int keinc andcro uIh die Gleitduing lli)(2). 
Die Ghdehung (5) (*rhiUt die gleieho Form: 

I man Hi(‘ nac.h r differontiirt und dann 
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Sechzehnter Absck 


tricum liegt. Die Axe dieses Cylinderj 
dann A einen constanten positiven We 
und es ist I = 0 fiir r >> i2. 

Wir fiihren eine sich iininittelbar 
sung an, indem wir Er^ M von x r 
nehmen. Dann sind die Gleichungen 
Gleichung (2) (§. 126) befriedigt, wenn 

(1) Ex = const. Er — 
setzen, und die erste Gleichung (2) erg 

— 27cXEx r 

( 2 ) ^ 

CT ’ 

wonach M an der Oberflache des Cylin 
Es entspricht diese Losung eii] 
trischen Stromung in einem unbegren 2 
Draht. 

Die Annahme (1) entspricht der V( 
dem Uebergang aus dem Draht ins Diek 
aber unstetig, wenn eine elektrische 
Drahtoberflache angenommen wird. Dai 
halb des Dielektricums nicht = 0, 
'zunehmen haben, wobei sich die Con 
dichtigkeit der Elektricitat bestimmt. 

Nach Bd* I, §. 151 ist I Ex di 
stromes, und 



8cl hsti u cl ucl ion. 


S- 12S. 


r.i^ kti 

fi iht. 


hiT-" Ly« 

illj. 


■ Is 


nnd in (1) ist also die Coiistaiitc' bestimmt tlurcli 
(G) K: — n)j. 

Dio Fornioln (•;) uiul (5j ^elton al)er aucli in dem 1 
und uiiiliin auch j iiicOit constant ist, und dieneii c 
Definition von j. Durcdi j wird aber nacli Bd. I, §. 151 
silchlic'h dio diuadi drni cdektrisclien Strom libertragene 
geiTiessen, die als J onl e’ sclic Wilrme oder in anderer F' 
tritt und Vcn’wendung findet; wj'^ ist die in der Ijiingencii 
Drtihtes (mlwickcdG^ doulcdschc Wilrme (falls von dem 
verliist der ({uer V(*rla.urend(m Strdm(* abgeselien wird) 
koniini daher vor a, Hem auf dii‘. Kenntniss von j an. 
Definition (5) ist;/ eine Fnnetion von. imr zwei Variable 
.r. In a.ller Stnmgc^, liisst; siedi alxn* die Bestimmnng von 
trennt‘n von den* Bestimimuig der Kra.ftcornpoiKmten 
gaar/(‘. Feld, die von drei Va.ria,bl(vn x und r aldiilngi 
gcvnilliert* isi di(‘H ainn- unbn* gi^wisseu Voraussotzungen 
Nvio wir jei'/f zedgen wollen. 


K t«i 
■*■2', I;’ el 

;» :evil <t’T 

r i l.u’Uii* 


5^. 128. 

S(‘l bst i nd u (*ti o n. 


Wir muliijdieirmi die (ilei(dmng (G), 12(1 niit i 

iiii(^grir(n} von f) Ins IL Dadureh m’balUm wir, mit II 
auf S- i-" f*i)‘ 


O) 



2'jri ( X- 2 7fl O p 


2 II 


mid noHere Annahnn* bosteht nun darin, da,ss wir in diei 
ehung das c*rsie (Hied 
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Sechzehnter Absc 




die eine unbekaimte Function j und 
Variablen t 

Wir wollen versuchen, uns eine V( 
inwiefern wir berechtigt sind, das Glie 


Nach der vor-MaxwelPschen The 
erhalt man diese Gleichung auf folgenden 
extra current. Electrical Papers Vol. I, p. 9 
Es sei Q die Elektricitatsmenge , die vc 
zur Zeit t durch einen Querschnitt des Dr 
flossen ist. Dann ist die auf die 

Zeitelement clt durch diesen Querschnitt 
d. h. nach der alteren Theorie, die Intensita 
Stromes. Also ist 

j 

Wenn nun G die auf die Largeneinl: 
Drahtes ist, so ist Cdx die Elektricitatsmen^ 
dem Element dx das Potential v um dieEinhe 


Gv, — : 


Die in dem Element dx thatige elekt 
zum Theil aus der Spannungsdifferenz, die d 
giebt und der elektromotorischen Kraft der Se 
wenn s der auf die Langeneinheit bezogene 
cient ist; und wenn w, wie oben, der Wide 
Drahtes ist, so ergiebt sich nach dem Ohm’ 

^ b V 


Elimiuirt man » aus a) und b), so folgi 




Diese Gleichung stimmt mit der Glei 
setzen : 

d) = c^Cs, 4 c7i^uX ~ 

Hierbei ist c die Lichtgeschwindigkeit 




§. 128 . 


fcJelbstind action. 


3 


wegzulassen. Ks geniigt dazu nicht, class dieses Glied an si 
klein sei, sonderii es muss klein seiii im Vergleich zu ein< 
Wertli, den wenigstens eines der anderen Glieder der Gleichii 
(1) annehinen kann, wenn die Gleichung (3) nach der Vernac 
lassigung kleiner Glmder noch irgend einen Inhalt haben sc 
Bei den iiicht-magnetischen Mctallen konnen wir dabei ^ nahe 
gltiicdi 1 annehinen. Wir denkeu uns jetzt den Radius c 
Dralites scdir khnn, jedocdi so, class die Stromintensitiit j u 
der Widerstand tv cnidliche Werthe behalten. Es miissen da 
dic‘ Sc'Jiiwaiikungen von Ex innerhalb eines Querschnittes 1 
liinglicih klcdn scan, wenn die Vernachlassigung von (2) ^ 
stattet scdn soil. IJin dies otwas genauer auszudriicken, bezeichn 
wir init {dj rc t) einon inittleren Worth des Differentialciuotient 
ry. c;/ in dmn Hereicdi chn* Variablon .r, if, in dem die Diflerentij 
ghncdumg (1) angcnvandt word on soil, claim ist die Gleichung ( 
zuliissig, wenn der (^.uoticnit 


(4) 




('< r 



I'iir r H vinv, gc‘gcm 1 zu vcn’rnuddilHsigonclci Zahl ist. 
IIic‘.rin kchincm wir nun inudi §. 127 (6) 



setzcm, worin {/‘/tV/d/j eincm initthn’cm Worth von dEjxjdt 
BcTeicdi d(*r Variahlcm a', i und r * li bodoutet. Wcmn wir 


( 0 ) Win “ 

s(‘tzrm, HO ist dm* Widerstand dc‘.r liiingcmoinlieit des Draht 
in cdekirc)nuignc?tiHc.lM*m Maassc^ ausgedriickt, und die*. Za 
die* klein wdii inuHS, ist also: 
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Sechzelmter 


ttt i ^ Ttt 

cos ^ 

worin A von r und t unabhangig is 

Wm,B 1 

L 

eine kleine Zahl sein miisste. H 
magnetisch gemessene Widerstand 
Lange U, der durch eine Geschwi; 
dieser Widerstand muss also klein 
was wir als die Fortpflanzungsgeschi 
Wellenbewegung bezeichnen konnen 


§. 129 . 

Integration der Telegraphei 
Methode der Partic 


Im §. 121 baben wir die Glei( 
grapben nach der Riemann’schen 
gewissen Voranssetzungen iiber die 
Es bietet aber die Bebandlung nac 
tbode neue Gesichtspunkte nnd so: 
sprochen werden. Wir sucben also z 
der DiflFerentialgleichung 


^2 


dx^ 


flS 


dP 


iiidem wir setzen 


( 2 ) j — 

worin A, a, reelle oder imaginare 
und alien daraus abgeleiteten An 


§. m. 


Integration durcli Particular los ixngen. 






Periotle 27r^a lieisst die WelleBlaiige; j5 wird aus der quad] 
tischen (Ueiclmiig (3) bestimmt, aus der sicli 


2 3 r ^ 2 


w '’="rii±r-4XV 

ergiebt. 

Man erhalt also zwei Werthe fiir und die beid 

Werthe entweder conjugirt imaginar, wenn 


( 5 ) 

Oder reell, weun 

00 


. 4:7t'^X'^U 

< 


iminer aber sind di(‘ reellen Theile von t|3i, i/32 negativ. 
lindet also (due zeitliclie D amp fun g des anfangs vorhf 
d(m(‘ii p(U’i()dis{‘.heii Zustandcs statt, irn ersten Fall, (5), uni 
imm(‘r schwileher w(‘rdenden zeitlichen Oscillationen , im zweit 
Falle, (b), ohne Oscdllationen. 

W(am oin l)(di(d)ig g(‘geb(inor Anfangszustand durch < 
partitnilare Ldnung (2) dargeHtcdlt werden soil, so konnen 
a alle reedlim Werthe von — oo bis oo durchlaufen las? 
und dann dtm Fourier’H(‘.h(*n Lehrsatz anwenden. Wir hal 
dann di(^ Bedingung m erfiUhm, dass j und dj/dt fur t — 0 
g(‘g(dH*ne Funetiomm von x uberg(dum, die wir mit 
bez(?ir!inen. Wir Htdzen nueh (2), indem wir mit ilj , Fin 
tiomui von a bi^zeiehnen: 


(n 

(b) 


i ”” 


dj 

()t 


t ' tij 


--»» Ub 

VO 


01 Aie*l*'‘ -f pj A, e’V*‘) e<“* da, 
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Sechzelinter Abscb 


( 10 ) 


u4i -f- ^2 = 


+ 00 



00 


Pi Ai -\- P 2 ^2 = 


-h oc 



00 


Die zweite Annahme, die wir ma( 
fangszustand, sondern eine bestimmti 
von der Zeit gegeben ist, bestebt dar 
particulare Losung (2) in Bezug auf d 
Periode 2 7t/^ heisst dann die Schwi 
giebt sich 

(11) Coc = a — 4 
Es ist also a weder reell nocb 

= 0). Wahlen wir das Vorzeicben 
so, dass der reelle Tbeil von ia negg 
der Ansdruck (2) fiir j fur unendlich : 
unendlich fiir unendlich grosse negati\ 
Zur Erbaltung dieses Zustandes is^ 
von Energie, eine Erregung nothwer 
Seite der negativen x im Dnendlichen 
mit ihr Einfluss inoi Endlichen nocb 
gross annehmen miissen. 

Einen allgem einen, dieser Vorstel 
druck erbalten wir, wenn wir A als < 
von annehmen, und das Integral bil 

+ 00 

(12) j/ = j J, 

— 00 

und nun kann man die Function A e 


§. 13(). Bestimniuuff dee elektromagnetisclien Feldes. 
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i. 


k 

4 




(lie Kenntniss der niagnetischeii Kraft die als Function 
r, X und t i5u l)estinimen ist. Setzen wir zur Abkiirzung 
(1) rM=F, 

so ergeben die (ileichuiigen §. 126 (2), (5): 




d P ()r Ljr 

a . . r- — £ , 

or ot 




von 


und fur den Kaum des Dielektricums, woA = 0, £ = /i,= l ist: 

^ \ dr r dr ^ dx^ J dP 

Die (ileichnng (2) wollen wir zwischen den Grenzen 0 und 
K int(‘,grireu und erhaltcui, da M und um so inehr P fiir r ~ 0 
verschwindet, wenn wir init J\ den Worth von P fiir r == P 
b(‘zei<’hnon, init lliicksiolit auf 127 (3) 


a oj 

2 7t i d t 


worin siedi a und I auf don Draht hczielion. Denken wir uns j 
als Kun(‘.tion von x und t b(‘.kannt, so ist die (ileichung (4) eine 
Grenzbedingung, die sioh auf r — Ji bezicht. Wenn wir aber 
II als utHuidlieh kbdn annehmcn, so kdnncn wir unter Pq auch 
den Werth von P fiir r ~ 0 verstohon, und wir warden, wenn 
wir die (Deicdtung (3) init dieser Grenzbedingung integriren, eine 
Ldsuiig orhalten, die fiir Werthc von r, die im Vorgleich zu R 
gross Bind, eine* brauchbare Annaherung giebt. 

AuHserdejn wollen wir noch die Bedingung binzu- 
n(*hnH*n, die wir iin Falle des stationaren Zustandes 
l)(*,wilbrt gofnnden haben, dans P fiir r — qo nicht un- 
end licdi W(*rdini soil 

Dm dii^ DiiTen*ntialglei{dmng (3) zu integriren, suchen wir 
partienlare Integrah*. Wir setzen 
(5) Prr= 
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’» ? i' h / »* ^ 


Weiiii tu'-fHt 


( 8 ) 


sj-t/.c». »" «ir tiun-h hit 

]|)jl|ttivi* t'jlll't.lllt*' Null wri 


C'Ji 


, </'F 
.dr 
i d r 


li r 


o»l«r 

I */»F 
ilr* ‘ r' f/r 

Hie* i»t ■t'«r die Be*** I w Ih* 
JniilfH jiiirtH uUrtMi h«li’grit!«ni Jo 
{». Ill ('»|. i6l Suit iheiw* 

IntiKrii! «lnr Furjn; 

(IM •*' / 


Kill |»ftrliriil»rrii liiti*|fi 

mail f itt ’— "■ irrfriiti»!#!l 1*^1 

r iimlil wrplt'^ii 4 ;irf, w 

iteiis f t**w iftl, 

Ittltgralr , Hsmhrh 4 .v- 

W41WI Tfe4l lllti. lliiitltl 

HfiiB iff I liat fur b' 

lii !l«l. i I. *i' i ii4ltr^} 4iir 4^* 


V' 


t * I N i ..n 
litti hitrmii^ 4'nrbi l>il 


S. lao. 


Bestitriinung des elektromagnetischen Feldea. 
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noch mit eiiieni Factor inultiplicirt werden, der eine willkiirliche 
Function von r/, /3 ist. 

Nchnien wir als cinfachstes Beispiel fiir j einen der Aus- 
driicke aus §, 129: 

(13) i = 

mit der Bedingung: 

14-) a f /j^ — 4 jr ft A i (i — = 0, 

so ergiebt sich ans (4) 

(15) . I\, - 2 yl (^1 + + 


uiid folfilicli, wenn die durc.li (12) definirte Bedeutung hat: 
(16) c /' - ■ 2 A (^1 4- + Q(yr), 


worin ~ (P yai sctzen und y init positivem reellem Tlieil 

'/M nehnien ist. A kanii dann auch cine complexe Constante 
s(iin, und uin (unc.n Ausdnntk mit realer Bedeutung zu erhalten, hat 
man fiir P den rcellen I'lnul d(‘s Ausdruckes (16) zu nehmen. 

Ausdruc.kc kann man dann wic im §. 129 summiren, und 
kann so z. B. eimm willkurlic.li gegebenen Anfangszustand im 
Drahte bcu’iic.ksichtigcn. Soil aiudi nocli ein gegebener Anfangs- 
/aistand im lMil<b^ b(dViedigt wcrdon, so muss man eine Ldsung 
d(‘r Glcicduing (B) hinzufiigcn, die fiir r — 0 verscdiwindet und 
g(\geboncn Anfangsw<‘rthen von M‘ und d’Mjdt entspricht. Man 
H(‘tzt, urn die M(*thodc von §. 120 anwendiui zu kdonen, im 
126^ (7) 

r 

P — j* r (Jdr, 

() 

odor, wa,8 daHHclbe ist 


d^M.' 
rdr ’ 


und hat dann auch gegebcnc An fangs worth e von 1) und dUldt 


wir liUTin ^ 

(I,S) ‘ 

-n .iurri; I lit> i'l'a) ^ 

ilUl I- , 

mill iiai'!) iT) luj.i <'l 

,.i V 

<f > 

t%hu «T}ialti*ii wir 

(■iO) 

l)ii*g** Knift iHt ill*' n 

I'l'hnit’htsiu 

Wirkuii;: hat. nml 4i'‘ I nriir* 
nut Wii*' si 4 

alutiiiniit. 


Kiirliwcn^ «|pr f 

ili*r If!*" nr 

Dll* Limsim ilri I u 

i>'.iifiiitiiili tlii^ mir iiii 'v. lju 4 ; i 
iiiKkn* Fiiriiu mw 4if' ^ 

ti}i%i*i}il 4 t«' itfrM 

Ki igl Hiifi u 

741 ’fftruhudtrii iiii4 ;iut ^ if. u.i 
Zii i!i « III /wrik 

7llli|lffHW*ll. f’4 h4ll4’ '*1 h 

riiilltiriUi* mil »li* t ^5i 
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r ai- 

iu'irPBi 

III (hmir 

u iiriiliir 


tiniiiip;: 

■Xnfmit 

lilir p? 
If 

1t»i| ibi 
‘•lUHIlil 

I Umw 
V;triiWt^ 


§. 131. Nachweis der Uebereinstimmung beider Losunge 


( 3 ) 


woriii 


2 u—f{x — y) + /(.7; + y) 

X -f 7/ x + y 

x—y x~y 


(4) — 

(5) V — J{iz) (Bessel’sche Function] 
unA liierfiir konnen wir auch setzen 


xAry 


X + 7/ 


(6; 


2 u 


'vFi^)dl + ±^vM)dl 




r)i(‘- Gleichung 129 (1) geht aber in (1) liber, we 
c ~ I, — 1, £ — 1, 2 3tA ~ 1, j — 

setzen und dann y fur t schrcdben. Die Gleicbung §. ! 
wird jctzt 

2?:/3 --- 0 

und ergicibt 

i [j r-- I — i. 

Hiernach crhalteu wir au8 §. 129 (7), wenn wir 
A I B — i{A^ A.^) 

H(dzen : 


(7) 


u -- 


+ 00 

f I A COB y y — I 


— 00 


B sin y y “™- 1 1 d( 


und fur die Functionen yl, B von oc erhalt man aus §. I 
Oder auB d(mi Fourier’Hchtm Lehrsatz (§. 76): 

■f.. «> 

- 00 
00 


(8) 



§. 131. Nachweis der Uebereinstimmung beider Losungen. 3 


7t 

I J{r sin < 3 p sin O’) sinO dO = ^ | gircos6> 


worin die Integration nach do iiber die ganze Kugelflache ar 
zudehnen ist. 

Nehmen wir aber den Punkt b als Pol, so konnen wir daf 
setzen, wenn ^ den der Seite O gegeniiberliegenden Winkel 1: 
deutet: 


^ir COB e sin 0 ci 0 dSl = 


/>ir fi—ir 


uiid wir haben also, wenn wir 


r cos cp — r sin cp = cos O = A 
sotzen, nacli (13) die lutegralformel: 




Diese Fennel ist zimachst flir reelle m, n bewiesen; da al 
auf beiden Seiten durchaus eindeutige, endliclie und stet: 
b'linctioiuni, aiich fiir complexe m, n stelien, so muss dv 
(ileichung eine identitat sein, und wir konnen darin also ai 
m, n irgendwic complex annehmen. Setzen 48. 

wir also m — — ay, n = iy, und dann noch 
X fur yl, so folgt: cp 


( 17 ) 


sin y — I 

— 1 


-t-i/ 

I dl. 



Siebenzelinter Abschnitt. 


Reflexion elektrischer Schwingungen. 


§. 132. 

llefloxioii eheiicr olektromagnetischer Well 

Die elektromagneti8ch(‘n Grurulglcichungen haben si 
besten bewiihrt bei der Anwenduiig auf die Theorie der Ve 
(lie Ilc^rtz uber die Fortplianzung elektrischer Wellen aii; 
uiid dur(‘.li die er alle wesentlichen Eigenscbaften der 
(^rscheiiuingen aiieli an elektrischeri Wellen nachgowiesc 
Urn eiium AuBgiungspunkt fiir die Theorie dieser Erscbei 
zu g(‘.winn(‘n, betrachten wir zunachst einen ganz einfaclK 
In einein unb('grenzton Kelde sei ein eh^ktromagiu^tist^l 
stand, d<^r nur von eincr raumlichen Coordinate x und \ 
Z(dt t abhangt. Von den secjhs Gornponenton der elekt 
und magnetiscdien Krat't seien 

E, = 0, 

M,, 0, My — 0, M, rrrr M 

und E und M.. seien Kunctionen von x und t 

Die Maxweirscheu Gbdchungen [lid. I, §. 152 {4 
reducirtui sieb bei diesor Anuabme auf zwei: 
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Siebenzehnter Absc 



fiir ^ 0, £ = ft = 1, 

fur X < 0, £, ft, Jl, positi 


Bezeichnen wir mit jB, M. die Werl 
der Seite der positiven also im Diele 
selben Fuuctionen fiir negative x^ also i 
noch als Grenzbedingung (Bd. I, §. 156, 


fiir x — ^ ist E = E' 


Zur vollstandigen Bestimmnng von 
Kenntniss des Anfangsznstandes erforder 
wir particular e Losungen, wie sie aus 
Sinus-Sch wingungen hervorgehen. W ir 

E = E' = 

W Tl/T -Vr^iui Tl/If 


^ il4' = 

worin O’, F, ?7', F' Functionen von x 
reelle Constante, die mit der Scbwingu 
durch die Gleichung zusammenhangt 


Die Ausdriicke (4) ergeben sich da 
von der im Endresultat nur der reelle 
Zur Bestimmung der Functionen 
imaginar sein konnen, erhalten wir nun ai 
rentialgleichungen : 

• rr ^ 1 

tCcLI = G -r- 

^ 

iaV = — c 

dOi 


t 06 V = — c 


(ias 4:71: = — c -j- 


§. 132 . 


Reriexion ebener elektromagnetischer Wellen. 


SSI 


woriii ctj, Constaiiten sind, die gleichfalls imaginar sein konnen 
lull (6) zu integriren, liaben wir zwei particulare Integrale: 

+ (Q^ia)x 

(8) ir ”= a' , V' = V e < 0 

zu bilden, und erhalteii zunachst durch Elimination von a\ b 
fiir Q 4" i(3 die ({uadratische Gleichung 

(9) (q + / (sy z= + = — (i£-y2i[iTL 

Wmn X nicht verschwindet, so ist der Ausdruck auf de] 
re(;ht(ui Seitc‘ nieht negativ reell, und folglich kann ^ nicln 
gleic.h Null sein. Wir B(^tzen also 

flO) (> f ’/<5 — ^ 2i^TX, 

und bcdialten von den beidcm Werthen der Wurzel nur den einer 
in d<‘in dtu* re.elle Theil q einen positiven Werth hat 
Deiin l)(‘i in^gativcun p wiirden die Ausdriicke (8) fiir ein un- 
endlie.h grosmm n(*ga.tiv(‘8 :r unendlich gross werden, was unmoglicl 
ist. ZwiHc.luui d' und // ergiebt sich aus (6) noch die Beziehun^ 


(11) 


// — 


Q i 0 
i^jL 


und a' ist (dn(‘ (kumtante, die ebenfalls imaginar sein kann. 

Ihn nun das Ergebniss in reelleFormzu bringcn, ersetzen wii 
Uj, a' dundi 1 a' + ib\ und verstehen untei 

reelle Gonstanten. Dann ergiebt sich aus (7), (4) 


itt 


K — (m, -j ' '') 4- (% 4- '=\ 

und winm wir iiiir dun rofdlen Tlioil beibehalten fiir x y> 0: 


( 12 ) 


(ti eoH a 1 


f) 

+ 

^2 cos a 


/ij sin cc 1 

(‘ + 

X\ 

V 

— 

b .2 sin a ^ 



r .U 


init /' 4nn‘U »l 

1 »■■ 

(14. 


wfiuiii'h V !iis> / ii«'r \\v 

luii h^tn’^ u liiiuiiM' iiinl 111 ‘i‘'r 

h wi n4 1 *; kr i i r^i, 

Wir Ili4i*!ll WIT Hill 

#1., h 

iir>i /' 

*1 . ri.ss _ 

sii i'S'lialltii ^ir 

a, I 


wuitir wir MU'h 



(4*1 


1 ... . ... w 

M ■ 


Ilrr 1 liril sii 

lll*li;il.gt , iilr|l»l 1 1 , »| 

III** X r iil.|iiii4ii^ III. 4 ^ 

il*"r '*L^ 

t'liii* III *l**r 4*-i‘ |.ciHi?f. < ii i 

ti 4i*lit«ii war 1 / 4 4s 'I*, 

wir 4u* h |. , 

Wrllr 

Tlalrr lirr *1 I 

, %• I .If ,, I * 


§. isn. 


Mind riu^'en der Welle in den Leiter. 


del* Rit-htung der positiven .^-Axe Die Quadrate 

Aniplitudeu yif, A!f heissen die Iiitensitat en der beiden We] 
1 1 in aber die Px^zichun^^ zwiychcn den Pliasen und Amplitu 
der beiden Wellen zu linden, miisscn wir auf den Vorgang 
I^eiter, also aiif die Ausdriicke E' und M' und die Gr( 
betlingungcn (3) eingelien. 


§. 133. 

Kin drill gen der Welle in den Leiter. 


Fiir di(^ in den Leiter eindringende Welle, also filr x < 
erhnlten wir, wenn wir a' if/ fiir a' in (8) einsetzen, nach 
und (1.1) (i^. 132): 


2 .r ;r . / 0 X \ 

F/ " - {<(' if/)c ^ 

^ if. • f'fjL £5 ^ 

fiM' (a' 1 if/)((S 


odor wenn wir setzen: 

( 2 ) I if/ ~ a — i() — ReE 

und don retdlon 'rindl l)(‘il)ohalton : 


A* e <*.()B \a{t I " 




Kh ciringt also nur eino W(dle in das Innere des Le 
vnr, und zwar init der IbrtpllanzuiigBgoscdiwindigkeit 


Die BrhwingungHdaucu* int dioBtdbo wie iin Dieloktricum, 
die \Velb‘nbinge int 




§. 138. 


Kinclriijgen <ler Welle in den Leiter. 


Jlky tIU, 

. lima,- 




’ tf.ylii. 

H ; ri*'f 4r 
« .i! :«;sr 

I, 1 i'-l •! 
lu Wif; 

< I 

I- 

y . /. 


Je griisser dieser Wertli ist, urn so weniger tief 
Welle in den Leiter merldich eindringen, und bei g( 
grossem W(‘rtlie wird man das Eindringen ganzlich ^ 
liissigen kdnnen. Solcbe Kdrper, bei denen dies gestattet 
deiien also von dein Eindringen elektromagnetisclier Welle 
lich abgesehen werden kann, heissen nacli Hertz vollko: 
Leiter*), und die Metalle konnen erfahrimgsmiissig zii 
gereclinet werden. 

01) aber ein Kdrper als vollkommener Leiter zu bei 
ist Oder nicht, wird ausscr von seinein L(ntvernu)gen au< 
von der Wellenliinge oder dor Sebwingungsdauer der eink 
Welle abhiingen und wird bei sehnelleren Oscillationen t 
stattet s(‘in als bei langsanum. 

W(‘nn man eiium vollkoinmenen Leiter annehmen ( 
hat man sich niu* noch mit der ein fallen (bvn und refl 
Welle zu befassen, and die (Irenzlx^dingung ixdueirt sieh 
duranf, dass aai der (irenze des Loiters 

E r™- 0 

sein muss, 

I)ii‘ Gleiehung (5) (U’gi(5l)t dann fiir diesen Fall 

r"”' ^ oCij (%j . 

Die. magmdische Gomponente wird an dcu* Grcmze nicb 
Null, und os muss, was aueh d(U’ Factor li in dem Forr 
anz(‘igt, nocdi (un gc^wisses Eindringen der magnetischen \ 
den Lcdter angenomnnm werden. 


*) Ilai <l(m KchiH‘IlHtt!ii von Ueri/, angc^wandien Hdiwingu 
T ; 22 . 10 nnd furaiii Motall van hohmn L(‘.iiverni(»g('n, etwa v 

ist, daH iin ehktrofttatiHchen MaaBse '/u nu^BHtnuln A ahgevrund 

• 10^^’, folglirJi iat 

X D.io'^^’ 



ill iTi mvi 
.-ly -III A ■' •” 

/I I i"ir’* J , ’'I ^ '-■ 

Wl*||r f.» !, Ml, I 

Vsili 4**li * -■ ' 

UlSligHii.ilP I / i’ ' '■ 

! If’f 4 |l!4l 

Lr*ilvrriiy "■ '’i-^ • 


§. 183 . 


Eindringen der Welle in den Leiter. 


3 


Je grosser dieser Werth ist, um so weniger tief wird ( 
Welle in den Leiter merklicli eindringen, und bei geniige 
grossem Werthe wird man das Eindringen ganzlicb verna( 
lassigen konnen. Solcbe Korper, bei denen dies gestattet ist, 1 
denen also von dem Eindringen elektromagnetiscber Wellen gai 
lich abgesehen werden kann, heissen nacli Hertz vollkomme 
Leiter^), und die Metalle konnen erfabrungsmassig zu dies 
gerechnet werden. 

Ob aber ein Korper als vollkommener Leiter zu betraclii 
ist Oder nicht, wird ausser von seinem Leitvermogen auch nc 
von der Wellenlange oder der Schwingungsdauer der einfallend 
Welle abbangen und wird bei scbnelleren Oscillationen eber j 
stattet sein als bei langsamen. 

Wenn man einen vollkommenen Leiter annebmen darf, 
bat man sicb nur noch mit der einfallenden und refiectiri 
Welle zu befassen, und die Grenzbedingung reducirt sicb einfs 
darauf, dass an der Grenze des Leiters 

E = 0 

sein muss. 

Die erste Gleicbung (5) ergiebt dann fiir diesen Fall 
A2 = — Ai, CC 2 = ^1- 

Die magnetiscbe Componente wird an der Grenze nicbt gle: 
Null, und es muss, was aucb der Factor B in den Formeln 
anzeigt, nocb ein gewisses Eindringen der magnetiscben Welle 
den Leiter angenommen werden. 


Bei den scbnelleten von Hertz angewandten Scbwingungen 
T .= 22 . 10~ nnd fiir ein Metall von hobem Leitvermogen, etwa wie Sill 
ist das hier im elektrostatischen Maasse zu messende X abgerundet gk 

• 10^^, folglick ist 
Id 

X 9 . 
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§. 134. 

Kugelformiger Leiter 

Wir betrachten nun die elektromagnetisd 
bilden konnen, wenn ein vollkommener L 
im vorigen Paragrapben definirt baben, von 
liebiger Gestalt von einem unbegrenzten Di' 
ist. An der Grenze des Leiters sind dann di 
nenten der elektriscben Kraft gleich Null an 2 
durch und durcb den Anfangszustand und d 
ina Unendlichen ist nach Bd. I, §. 156 die Li 
vollstandig bestimmt. 

Um einen einfachen Fall zu betrachten 
kugelformigen Leiter annehmen, dessen Ra( 
zeicbnen. Wir fiihren dann naturgemass Pola; 
ein, und erbalten die Gleich ungen aus §. 125 ( 

ds^ = dr^ 4“ 4" r^sin'^t 

und wir haben dann in den erwahnten Gleicl 

e, e" 

durch 

r, 'O’, qp, 1, r^sin^' 

zu ersetzen, weil c?r, d'O’, dq) [nach Bd. I, §. 4 
system bilden. 

Es ergiebt sich dann nach §. 125 (2), (3) f 
das folgende System von Differentialgleicliung 
c /dr sind' M(p drM^\ __ 

r^sin'O’ \ 0^ dqp / 

c /dMr 0 r sin ^ M(p\ __ 
r sin O’ \ 0 9 ? dr ) ^ 


( 1 ) 


§. 1B4. 


K 11 g* e 1 f < ■) r m e r L e i t e r. 


wir iij. 

b. 

mul Iliei. 

VVfiiiilti., 

riiil fi b. 
r, t,|. 

l%l iilll'i 




*'1^ hmtii: 


Fiir die Obertlaclie der Kugel, deren Radius wir in 
zeicliiieii, habeii wir die Greiizbedingung: 


(3) J?‘> — 0, Efp — 0 fiir r = a. 

Ilierzu koiniiien uoch die lieideii Gleichungen (5), (6) 

orE^p 
d (p 

I d r sin d' M<r , ?)rM(p 

0^ o cp 


( 4 ) 

(5) 


r- sill ^ Er d r sin d' E<r 
0 r d 


0 , 


'( r- sin if Mr 
or 


Wenn man die erstc Gleicbung (1) nacb t different 
daiin fiir '(^M.(pl'c)L die Worthe aus (2) setzt, so 

si(‘,b niit licnutzung von (4) cine Diffcrentialgleichung 


(<>) 


'()i^ 


AV 

r- d 


(j sin 


'dEr 


sin 'li’ d a)’ 


d ^ \ 1 j 

' d^ 


and a.UH (3) und (4) ergiebt sieb fiir Er die Grcmzlioding 

/7, rir^A’,. .... 

(7) 0 tin* r ~ a. 

() r 


Mii Bemitzung der Uniformung des Ausdruckes ^ 
Polarcoordinaton j lkl. I, iiJ. 42 (11)| kiinncm wir die Gbdd 
aucJi in den* Form (bir Wellengbncluing darstollen: 


(H) 


dJ^f Er 
()l'^ 


— a^J(rEr). 


Eb kommt auBsenbun noeh eine Bedingung iin Unei 
binzu, di(‘ von <ler besondoron Natur der Aiifgabo abhiin 
Ihn ein lieispicd zn gelam, wolbm wir ann(dnneTi, daai 
<b*.r Ricliiung (bn* positiven ^-Axe, fortsebreitemder elienor Wi 
a.nf die. Kugtd trifE. hn Unendlichen ist dann der Kiidl 
KuLod niebt nadir nierklicdi. und die BewcLnina mmidiieht 




/.. / 


w«iin «ir \/i!iiU?.‘' 

Wir 

(lO! /. 

Wir 

Frl4«‘ 4#i' Bti»hii^*M-ip 


»l«*r ^ 


liii! 11 


iiii mumn Fr^k^ 


ir o 


Hi«‘r 4 rir»‘li mA :*• F * 
vollHtai'MiiK 4» fi ^ 

MHiU* fur ’tirli li# '!rMi ‘ '4. 4 

^« 4 tiiigi*ii IH? . ^ h' n 

liorli liirlit F *■ * - / 

I'iWii irorli 4 p ' 1 r- ^ m If 


f 1 1 iTi-i m>d-si •■*#»•* I i 1 ssi * .. ■- 1 


1 ^ 55 . 


Particulare Inte^i^rale. 


Wir wollen iin Folgeiulen noch Einiges iiber die Integ 
dt^r DifTerentialgloichung (16) ausfuhren, miter der Vorausse 
dass Mr a,n d(‘.r Oberliilclie der Kugel gleich Null oder 
einer gogeboneii Function vom Ort und von der Zeil 
soil. A(‘hnli(‘.he B(‘tra,cbtungeii lassen sich iiber Er machei 
da.ss da nach (7) nicht die Function Er selbst, sondern 
an der Oberiliudie gegeben ist. 


§. 135. 

I r t i (‘. u 1 ii r e I n t c g r a 1 c. 


Dio Dill(‘rentialglei(*liung 134 (KJ) nimmt, werm rM 


wird, auf Folan'-oordinaten bezogen, die Gestalt an: 


r}sin 1)' 


sin 'll 


sin‘*^ -O’ dg. 


un<l os ist bdcht, parti(*.ulare Intograle voii ihr zu iinden. 
8(d'zon 
( 2 ) 

und vc'rsttdnm unter /c cine Gonstante, die reell oder co 
Hcdn kann^ unter eino allgemeino Kugelfunctiou 
d. b. oiiHt Ldsung diU’ Diflbrenfcialgbdcliung: 



Soli dann auf dor ganzen Kugelllacho ondlich und 
Boin, HO inuHs, wio im 116 des c^rstcui Handos gezeigt ist, ' 
ganze Zahl soin, di<‘ wir ^ 0 anncduium konnen. Die Fu 
Xn entluili jlid. I, S. 116 (12)1 2w4 1 unbestiminto con 
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dort dafiir die Integrale gefunden [§. 55 (J 



Fiir J? kann eine lineare Combination 
beiden particularen Losungen gesetzt werden 
complex sein konnen, und man erhalt so ai 
Ausdruck, von dem im Endresultat nur 
zubehalten ist. 


§. 136. 

Anfangszustand. 

Wenn V an der Kugeloberflache, also ; 
soil, so kann man das Verhaltniss der 
JLi + J .2 so bestimmen , dass li fii 
Man setze etwa: 

(1) iB — B^ {a) jRi (r) — B^ (c 
so dass B reell wird* Dann ergiebt sicb 

( 2 ) TJ= 

wenn Zn = Xn + i Xn gesetzt ist und X, 
tionen bedeuten. In reeller Form ergiebt 

(3) U = JR(X’n C08/C i5 — Yn^ 

Fiir 7c ergiebt sicli bier nun keine weit 
konnen dem h alle reellen positiven Wert’ 
stanten der Kugelfunctionen Yn kbni 

4-iAT^AYi tTATi Tc. ftAin nnrl -mnn kivnn aiha. 


Aiifan^^szu stand. 


- I jf] 


/m 

) I 

a 1 1' j 

:iiin 
! litnl Itti 


1. J, i: 




! h I 


13(!. 




oc 

f/j /» 

/=-s 

M *' 


J[i /*■'') 


00 



n : :0 


liYJcdk 


0 


VVenn man die Func-tiDiien /, F fiir ein unbestin 
nach Kii^(‘lfiniotio]ien ontwickclt, so erhiilt mail aus (5) 
^oilx*, oino ^Ci^elxme Function xjj^r) von r durch Best 
der Function (p(k) durcb ein Integral der Form 

00 

((») “i/; (r) — j* li cp (fc) d k 

0 

djirzusiclbm. Kino sol (d i e Daxstel lung wiire analog dein Fc 
sc, hen L(*hrsa.tzc. 

Anders V(‘rhii.lt si(‘h die Sacho, wenn wir cine von 7? 
ccntriscdnui Kugoliliicdicn l)Ogrenzt(^, Scbal(‘, botra-chten , 
nolmnui, dass an boiden Kug(dl!ii(‘Ji(m U — 0 soin soil 
(‘rgi(d)t sicli, wenn a und h die beiden Kugedradien sind, 
di{‘ (Meichung 

(7) JL ia) It, (h) — /i, (a) It, (h) = 0, 

was ein(^ tranHcendcmte (ileicJiung fur k ist, von der Bi( 
weisem lilsst, dans si(‘ nur reelle Wurzoln bat. Wabrend 
vorigen FaJle a, lb; Wertlie von k vorkamon, bleibcvn bier 
wisBc; <liscr(‘to W (‘rtbe , die den E i g (; n s c b w i n g u n g 
Kug(;lH(;hale enispreeben. Es (;rgiebt sicli da,nn am 
(rleicdmng (4 ) : 

fHj f! - V 2 /a -v,, (;<,s kt 4- Y„ Bin k t), 

n 0 k 

worin sicJi die Summation in Bezug auf k auf a, lie Wuri 

i — .......... i ... /ii..;..! /rf\ .....1 .i:.. 
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Setzen wir aber in der Differentialgle 
7o zwei verscbiedene Werthe /%, fcg, so ergie 


dr^ \ r2 c^j 

r _ / ^(n-4-1) _ 
dr^ \ c'^j 


und wenn man die erste dieser Gleichungei 
mit rJ^Tci multiplicirt nnd subtrahirt, so fol 


dr 



d r JRjci T> ^ 

dr dr J ' 


und folglich durch Integration zwischen c 
wenn h[ und von einander verschieden 
beiden Grenzen verschwinden : 

i 

( 10 ) j = 0 , 

a 

und hierdurch lassen sicb in der Entwicl 
cienten nach der Fourier’schen Meth< 
aus wiirde sich wohl auch durch den Gren 
die Integraldarstellung (6) ableiten lassen. 


§. 137 . 

Periodische Losung 

Wenn die Function U an der Kugelober 
gebenen Function O der Zeit sein soli, so ist 
nicht vollig bestimmt, sondern man kann ein( 
zufiigen, die an der Oberflache verschwindet. 
Paragraphen betracbtet haben, d. h. man 
liebigen Anfangszustand lunzufiigen. Am 

vn.A'nvi 4 ■«/-«« /-1 1^ /I aT*Ck T.AC3iTn<T TT 


era- 


ij. 137. 


Peri 0(1 i sell c Lii s uiigeii. 
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Ulu (lie- B(‘(l(Hitung dieses Ausdruckes etwas nalier zu dis- 
cutireii, s(dzeii wir, urn in den Functionen §. 135 (5) das Reelle 
voni Iinajj^inaren zu treiinen: 


( 2 ) 

also 

arid 


( 3 ) 


V 


2 / k r 


n(n 
IKn — 


-h V) 




8 1 8 cos Icq, 8^ = S sin Icq 

erhalten 



uud hie, rill wind 8 und (> re(ille Functionen von r. Die 
Fiuudion 

s — y 

vers(‘hwindet inii unendlic.li waclisondcnn r. Die Reihc be- 
^innt init der (— 1)^''“, 8 ^ nut dor 2)**^“ Potenz von r; also 
v(‘rs(‘hwind(‘t 8 ^ ^ 8 ^ tan|^/c() fur ein unendlich wacdisondcs r, 

utid fol^lich nalu^ri si(‘,h q d(5r Grorize Null. 

FlHUiHo wir 


(4) iZn -iX,, ■ >; r- 

worin P un<i H reello Fuiudionen auf der Einheitskugel sind, die 
iiboritll endlich(‘ Wert ho haben, und die noch 4w 2 willkilr- 
litdu^ r(H‘ll<‘ OouHtauti*!! eaithalt(ui, Finon willkurlichen (‘.oinplexen 
{'ouHtjuiten Factor d(*s ga^nzcui Ausdruckc^s bra,uchen wir dann 
nicht ruelir zu lM»riickHiclRig(ui. 

Wir erhalten dernnach aus (1), (3) und (4) die beiden parti- 
culareii LoHungen: 
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Z usammenziehnng der 

Die Integration, die w 
lieferte uns zunachst nur die 
es ist darum ein Verfahren 
lichen Componenten mit eine 
particnlare Werthe, aus dener 
die allgemeinen Ansdriicke 
man noch gegebenen Grenz- 
kann. 

Flir den Fall der Polai 
durch complicirt, dass die h 
tretenden Kugelfunctionen ni( 
Trotzdem lasst sich anf der 
Losung finden. 

Fiir die Schwingungen in 
haben wir die beiden Maxw( 
I, II): 

e curl 5 

( 1 ) 

c curl 

und diese beiden Gleichunge 
wenn wir die erste mit 
addiren : 

(2) c curl ((£ -|- 

Eine ahnliche Keduction 
ficationen auch anwenden, w 


§. i:iS. ZuHamineuzinhun^ der Max woll’sche n Gleichungen. 




l i U f| ift,, 

!«l>. 

■V„ , 

'' ma- 

' 'lihlS'ltr 
.It ,jp.. 

i 

' t1 li ^ 

r n\h%% 

■i . i - 



Wir niMcheii. iiin paxticiilare Integrale zu ermitteln, zuna 
wie iiii §. I, ‘>5, die Aiinahme: 

(4) mi, 

woriii (•'»'•{, \'(^,etor(*ri l)edeuten, die von t unabhangig sind. 

fc rccdl , so stcdlen die Ansdrficko (4) einen zeitlicli periodis 
Vorgarig da,r. Hat k einen positiv imaginiiren Bestandtheil 
tindet eine zeitlicli(‘. Diimpfung statt. 

Fiir nnd (‘rhaiten wir aus (3) die (Heichurigen: 

ri curl ‘‘jJJj -rr: (^eik | - 4:/:^)®] 

C (Uirl rrr ^likmi 

iind wc'.nn man die erste v<ni dicsen Gleichungeii mit einein 
l)estimmt(m coimtanteu (loiiflicienten a multiplicirt und 1 
addirt: 

(5) c curl (1^1 I oWj) ({.ik 4- — ^likmi. 

Wir iiestiminen nun 0 so, dasB 

— ^l ik — (eik " 4 dTtA) 0'^^ 

wirdj also 

und setzen noch 

(7 ) c h {hik I 4 A) <l — ]/— k {t- i k -f 4 A) , 

(8) (4 I 0mi^~%. 

Dann <*rgiebt sicdii auB (5) fiir <lcn Vector 51 die (Hoicliung: 

(9) (uirl 51 — h 

aus der nun dit* (loiup{)nenten von zu bestiminen HiTul 
Factor (I, der fiir d<m besoiubuam Fall A * — 0, /t trr a 
i;/ iiiH!rg<*lit, ist durch (G) W(‘g<'n d(‘.H doppedten VorzeiclKUiH 
Wurzel uuf zwt‘i Arten bestimmt. F/ntHprcHdumd (vrg(‘l)e.n 
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§. 139. 

Der Vector 91 in rechtwinkligen und ii 


Die Vectorgleichung (9) §. 138 liefert 
ordinaten die drei Gleichnngen fiir die Co 

0^0 dAy 

dy 

0 Ax ^ Az 

0 ^ dx 

dAy dAx 

dx dy 


(1) 


= JlAy 

liAz, 


Versteht man unter a, c, oc, /3, y Co: 

Ax = 

(2) Ay = + + 

Az = + 

so ergiebt sich aus (1) 

hy — — iha^ 

(3) ca — ay = ihb^ 
a /3 — ba = ihc. 

Die Elimination von b, c aus diese 

(4) /32 4- 
und dann sind aus (3) die Verhaltnisse o 

Fiihren wir aber in (9) §. 138 Polarcc 
so ergeben sicb, wie in §. 134 aus Bd. I 
chungen: 


i--/. 

sill'd' \ 


drsin-dj.,;) drAg-'' 


( 5 ) 


sin 

/dA, 

f sin O’ \0 (3p 


00 


d(p y 


drsin'd'A,, 


/drAg 


dr 

0 J-A 


§. 139 . 


I * o 1 a r c o o r d i ii a t e r\. 
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setzeii, worin din />V, von g) im<abliixngig sein sollen. 

lintnr m wollen wir cine gauze Zahl verstelien, damit der Vector 
9( in I'ezug auf (/; pcriodiscdi mit der Periode 2ut werde. 1st 
7)1 von Null vcrschicden, so l)ckoinmen wir aiis (6) je zwei 
Ldsungen, die zwoi gleiciien und entgegengesetzten 
Worth eu von m on tsp roc lien. 

Nuch diesor Annahme ergeben sich aiis (5) fur die B die 
folgend(ui (ll(nclmng(‘n : 


d r sin at 11,, 


( r si Hat />‘ 


h r- si n at i>V i m r 1?/^ 
— // rsintt 1)^9. -~j~ imBr, 


0» 

llicraus Iciini nnin zinu’st durc.h Kliuiituition von Btp 
o.iin* pariitdlo Dillcrontialgleudiimg ITir Br a-h. Wir erhalten 
zuniu'hsi, wtnin wir die Ulci(‘bung (7) nacli r, die Gloichung (8) 
inich ditrcnuitiiiani uinl da.iin subtrabircn, mit Henutzung der 
Gliuchung (h): 

, . ,, d' r*' />,. , ( sin '»)'//, 9 , 

(10) Kin ft ! r , %7nr B(p. 

(' r fi 'ir ' 


i m r B(p. 


Kliininirt man hnana’ />.9 a, us d(vn Ghdehungcvn (7) und (8), 
indcm man die m'stc mit h, (li(^ zwo/ib*. mit iw/sinlt multi jilicirt, 
uiid danii btmh* addirt, so folgt 


/ r r sin ft /)», , . cr/L . \ 

(II) h , ' ! tni . ' Kin it [h^r^ ~ - 

(It or \ 

Kndlicdi (diniinirt man noch /{•) a.us (D) und (10). I)a,zii 
multipliciri man fO) mit sinlt und dilTt'rontiirt nac.li it; die (iloi- 
{‘hung (10) diHVr«‘i!tiirt man mu‘Ji r und Buhtrabirt dann die crste 
von d<‘r zwoitcm; so f(dgt: 

riHinlt , 


U'lr hal«rii „■ ■■ 

> /:. 

IIIhI ;iL, /; : ■ 

Sub>tituir«i5 Hir • 




ii r /; 


f 2 1 



/j-?- 



/» #1 r - 


urit 

i *la 

!u*-riij ; 

[ 1 ^ n :■ ^ . 1 . 

al.l 

laiufl 

. 

^)..V, h. ,, 

aiit 

?i i n 

~ 1 1 

'• ’ ' ’ r .' ' '• I 

*lii* 


»'Sl Ihlli’l'- u 




f| HiL If 

4 W 

«:i| 



■a i 

I f. f. 



HJ|: If , 

j 

I4i 


4 

■ ' /.' ! . 

I hi > 




If j ' 


Illi* 


1 ll\ * ,f 

itati 

at|H 


. !' . 1 

tiiti 

Flllir 

tillfirli li.iii 

4,- * 

llllii 


2 tj * 

n. « , 


iiMf j ^ 

4 J ' 

hihI lii«sr;i?r- • r i. l» ,, 

wngiil.-iri.!, I', 


§. \MK 


rarticulare hite^rale fur Br. 


a 


'1/ 

l^js ist 1 =r 2 siii^ and dalier koniien wir na 

ji 

17, (2), (aj dafiir a.uch setzen: 


— , 

2 . ^ 
sin2 ^ 

, I m2 

-y 


Tin (lie S(‘hwi(‘rigkcit zu veniKiiden, class die Dilierenz ein 
]^x|)()n«*iit(*iipan res cdiK^ gauze Zahl sei, wollen wir m und n i 
uaclist iKxdi unl){‘stininit lasscai. Dann hat die P- Function ( 
iiiir (‘iiie.n Zw(‘ig, der iiir '»> — 0 cuidlich imd stetig bleibt, u: 
nir dies(*n ukui luic.h d(‘r cu’sto) Fennel §. 20 (1) d 

Ausdruck (lurch (due hypergeoiuetrisehe Reihe 


(8 ) H - j — 9/., n -| ■ 1, m I 1, 8in2 


<Ml(‘r vviuin wir 


S(*t/cui : 

m m 

(bl (^) (I /'’(•— 9/., n - I-? 4™ 

uiid di(‘H(* Function wird dann a.ueh in dciin zunaclist ax: 
gcHchleHKcinai ball, wc*nn m eder n oder heide gauze Zabl 
sind, d(*r l>ilTer(‘ntialgh*ichung (d) gcuiiigon. lat m positiv od 
Null, sn ist d(‘r Ausdruck (D) flir ^ "rr- {) endlich, wiilirend d 
andiu*«‘ particulars lni(‘grHl bei J 2 ~ () nicdit endlich ist. M 
induncui also jcizt winder ni aln ganzcj Zahl, ^ 0, ‘an. Nun im: 
aber W auch Inr 4t ar, also iiir ^ — 1 endlich bleiben. Es : 
aber nach dew < iauHH’Bchen Satze (am Sehluss von §. 13) 


(lU) F( w, n 1 I, m 


11 (m) 11 {m 1) 
II {m - f ■ n) // (m 


n 



Jj. 141. 


liestimmunjo: von B(p und i>\9* 


iind deiiken uiis ITu' 0, ein Integral, der Differen 

gleichungeii §. 140 (3), (4j gesetzt. 

Wenn wir die Gleichurig (3) mit multipliciren und 
(2) addiren, so erlialten wir, wenn zur Abkiirzung 


gesetzt wird: 


J ■jr‘> I d 

-1- YW 


"-j • h t 


. / m 


Wenn bekannt sixul, so siiid aiis (5) auch sofort 

iy.v hestirnmt, niiinlich 


(^ 7 ) ^It Jhp ) 5 ^ 2 ^ '’HtUb 

und w(‘nn die beiden Gleichungen (6) befriedigt sind, so 
auch (2), (3) befriedigt, imd umgekehrt. Um diese Gleidiui 
zu b(dri(‘digen, 8(‘tz{‘n wir 

( 8 ) 11 , 0 , 

und Tudimcvn an, dass li, Functionen von r allein, @i 
Functionen von al allein 8ei(ui. Wenn man dies imd den j 
driick (‘4) fiir Br (6) subatituirt, so folgt: 


hi n, 


Hi 

/m0 

d.0\ 

r 

\m\ 4)' 

' d») 

Hi . 

^ m 0 

d®\ 

T' 

Uin 4> 

d») 


I / m 0 I 

01 \8in ' 


( 10 ) 


d /e, 

dr 




.1 






§. 141 . 


Bestimmuug von lUp uud />,v. 


Su])trahirt laaii dio beiden Gleichungen (12). so folgt: 


d{R, - It,) 
(It 


— h i (Ry II,^ 


uud folglich niit Beiiutzimg vou (14) 

(!5) u(n 1) (7/, -j-- It^) = 2 / 

uiul iuxs (14) iiiul (15) 

n{H I- 1) ^ — hr Ji I i 

(IH) ■ 

' dr U 

u (n 1 ) R, rr:^ hr R + i , 

and hierdurc.h siud also Uy iiiid IL durcli It aiisgedriickt in ci 
gauz iUinli(‘li(Ui Form, wio («>i uud (% durch 0 |naoh (11)]. 

Wcnn man diesc Ausdriicke fur ii,, iia in (12) substitii 
so ergiebt sicdi a, us boidiui di(^ Differcntialgleichung 140 
die durch H erfiillt. ist, und es sind also durch (11) uud ( 
al](‘. Bedingungcui wirkli(di befriedigt. 

Ili(‘rdurc.h ist, (un Sysbvni dor llarticulaiirKSungen gidund 
in dcium die s(‘(dis ()oni]K)ncntcn der (ilcd<trischon uud 
magneiischcn Kraft vollstiindig bis auf cinen uubc'Btiuiin 
(a,iic.h (*.oiuj)lcxcii) , g(Uticiusc,haftlichou , coustantcn Ooidficicm 
dargcsbdlt sind. Fb ist dalau nicht a,usgesc,liloss(m, <lass die L 
fiihigkeit und di(* Goustanteu ft in versclu(Mleuou c,onc 
trisclum Kug(,dschalen vcirsdiuahim*, constante Wortho hal 
Fs (‘uthaltc.n die Ausdrucki' uoeb dici willkurliciio Constant 
(v(m der h abhangt) und die willkilrliehcn ganzen Zablen m, 
lud(un man diestui willkurliehen Fbuneuten unendlie.li vieh^ \ 
seincslene Wertln^ beilegt und die Sumnuin bildet, erhillt n 
die‘ Miiglichkeit, den (irenzbediuguugcm zu goniigen , wie aie 
grosst» Mannigfaltigktut der hitJrhor geb()rig(3n elektromaguetisci 
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Achtzehnter Abschnitt. 


Allgemeine Grundsatze. 


142 . 

II yd r ostatik. 

Wir habpu in nU f. iin^^eineino Gesetze kennen , 
dip ITir din Dnudckriirtn in oiiK'.r deformirbaren Substanz 
sind. Wir wcnidnn <li(‘sp. (ienotzcj auf den Fall einer Flii 
an, woruntnr wir snwnhl (‘in (laK als (due tropfbare Flii 
vcrstchcn. 

Fur (‘inn Fliissl^j^knit bontidit liber den inneren Dri 
fnl|^pnd(*. G(‘H(d.z, das unt(‘r dnm Nainen des Gesetzes de 
t.rn|M*n Drueki's bckannt ist. 

[. Ger Druck der an einer Stelle der Fliis 
cin FliLr.lieneleni(uit mit der Norm 
wirkt, slelit HCMikrec-ht auf der Fdache n 
von der It i(* von v iinabhangig. 

So lang(‘ wir uur den liuhezustand einer im Gleicl 
hethidiie.lnui flustiigen Masse botracditen, gilt dies Gese 
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Aclitzelinter Abscln 



i 



r' in der Richtung der iiiiieren Norm 
wir ihn positiv rechnen, wenii er in diese 
zeiclmen wir ihn also mit p, so liaben w 
§. 60 anzuwenden, Tly = — p zu setzen. 

Eine Folge der Annahme 1. ist die, 
Druck P senkrecht gegen die freie Ob( 
wirkt. Ist die OberfiMie der Fliissigfe 
sondern ganz oder zum Theil durcli fes 
ist an diesen festen Wanden der Druck ] 
sondern als durch die Bedingungen der 
zusehen. Der Druck p an irgend einer 
nach I. ein Scalar, also eine Function 
der Stelle. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen 
in den Gleichungen (10), (11), §. 60 

x, = o, X, = 0, r, = o, r. = ( 

X,= Yy=Z,=- 

zu setzen, und erhalten, wenn X, Y, Z 
ausseren Kraft sind: 


( 1 ) 




und fiir die freie Oberflache 


(2) i) = P. 

Die Dicbtigkeit q betrachten wir bei 
keiten als eine Constante und nennen di( 
pressible Fliissigkeiten. Diese Annal 
in aller Strenge, wohl aber mit grossei 
Wirklichkeit iiberein. 

Bei den Gasen ist q eine Function 
auch p eine Function von q). Die Natm 
durch pbysikalische Thatsachen gegeben 


§. 


Uydriislutik. 


3 (; 


init (leii hyilroilyiiauiisclieii (Ueicliimgeii aiich noe-li die Gleichunf’e 
der nnd Btrahliuig- beriicksichtigeii ; aber in diese 

Alli^eineinheit ist uns das Probbim so gut wie iinzuganglicl 
Wir besehriinkiUi ims da, her auf die Betra.chtung zweier extreme 
Filllc. 

Fill’ (lit* Abhilngigk(*it zwischen Drue-k, Dicditigkeit und Fem 
p(‘ratur gilt btd vollkoniineiien Gaseri das P>oyle- Gay-Lussac’ 
sche Gesetz: 

( 3 ) pr — BT, 

worin p dta* I)ru(‘-k , v das Volurneu der Masseneinlieit, als 
V -r- 1 (>, 7’ (lit* sogenaiintc* a.bsohib*. 'remperatur, also die Teiri 
ptu-atur ill (Vniesinialgradt'U, von — 273^* a,n gerechnet, Ixabnite 
R ist (due Go n si ante. 

Nehmcn wir T a.ls Zabl an, so sind di(* DimonsioiK'n de 
hierin vorkomnnnnhni Griisson 

\p\ \nil ‘ n jm p Jl — 2 

Fs ist also II das Quadrat (nner GeBchwindigkeit und ii 
Gr.-(k*nt.-S(*e.«Syst(*in ist ITir Wa,SHerstoff 

It — 41,:lio« j). 

Fiir andent (Jase hat It na,(‘.h (l(*m Gesetzo von Avogadr 
(hmselhen W(*rth, w(*iin unior p niidit das Voiiunon dor Mass(‘.i 
(dnln‘it v(*rstanden wird, sond(*rn <dn Volunu‘n, das di(^ gl(‘i(di 
Anzalil Moloeiib* (mtlialt, wit* eiu Gramm VVasserstoll’ 

W(‘nn man die dVmp(*ra,tur als (‘onstaaii betrae.hten kani 
80 sind also Dnu'.k und Dichiigktdt mit ('inand(*r proportiomd 

(4 j p p const- 

und is! die eim^ von ladthm Grtisstm a, us d(m nuudianistdui 
Gleieliung(*n 7.U bestimmen. IH(^h kilninm wir abtn* nur im FnL 
des Gb*ic*ligewi(*bt{‘H aurndunen. wenn keim^ Verdieditungen un 
\'erdiinnung(*n vorktmumm, odor wtmn die dure.h di (5 VolunHU 

. .1 ..... . 4.... O' tt Ol/tU tJr\ 
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Ulitl r^7VI|.i p dll* d:i/u 
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Jly drostatisciu^ Pro bio me. 


1J( 

Much den lUiohaclituiigeii sind die beiden specilisclien Wiirmc 
von Druck und 'reiiiperatur unabliiingig, und es ist dalier Iz eir 
Constjintc. 

Die Fornicl (7) gilt aber, wie gesagt, nur untcr der Vorau 
setziiiig, dass keiii Wilrmeaustaiisch stattlindet, ist also fur de 
Gleic]ig(5\vi(ditsziistand nicht anwondbar. Fur diesen Fall ist 
aks Function von j) nach dom lioy le-Gay-Lussac’sclien G( 
setz (U’st dann bestinnnt, wonn die Tem])eratur als Functio 
des Orttis ])ckannt ist. 

l)i(i Annahiue, dass mit einer Potenz von q proportion; 
sei, hat Poisson zuerst gemacht. Die theoretische Begriludur: 
a, us d(‘r ineckaniscken Wiinnetheorie ist von Uiemann. W 
wolhui in der Folgc di(^ Forinel (7) dor Kiirze v^egen als d? 
Po i s s o n 's c. h (J(^setz h(‘zeichncn i). 


CJ. 14:*). 

1 1 y d r o s t a, t i s edi c P r o li 1 e m e. 

Die Aufgahe der Ilydroataiik besteht miti darin, aus dc 
Grundgl(‘ichung<in (IJ, (2), §. 142, diti (iestalt der ()herllach(j in: 


‘) Fiir k Hicniaiin (Uobor die Forlpllanzuiig e])en(n’ Luj 

weihm vi)ii endiicher Schwin^j^unj'HW(iiUj, Workc S, 15(>) atiH Beobuclitcnip^< 
von Pei^nault umi Joule cbm Worth k ' 1,4101. Moiutc lh‘obachtin;ig' 

von MuHcm (‘rpdnm iur atrnosphiiriHcdie Luft, Samu’HiolT, WuKHcu’atoir, !Stie 
stoir und wahrHeh(‘inIich fur alio zweiatoniigcm GaHO don Wesrih k r * 1,4( 
Fiir einuionuge ^lano, z. B. fiir y,ucicksilbei’d}unpr, iHt k gronsor [k r- l^6(> 
Wemu dio dVinperatur cmaHtaut hleibt, wilhrond p und v ion dp und r 
wacdwcn, ho ergiebt Bicdi auft (r>) 

a) pdn 1 i)dp 0. 

Ido gegtuj dem Druok gobuHtetcj uuHHoro Arbeit ist hiorbei gleich 

b) p d r. . . ' — ■ / ’ dp. 
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Aclitzehiiter Abschnitt. 


die Vertheilung des Druckes im Inneren abs 
leicht, wenn die ausseren Krafte X, Y, Z a] 
Ortes von vornherein gegeben sind, dagegei 
gemeine Ansatz in den Fallen, wo diese Kra 
unbekannten Oberflachengestalt abbangen. Es 
ein anderer Weg iibrig, als eine hypothetiscl 
die Gestalt zu macben, die nocb einige verf 
entbalt, und diese Parameter dann, wenn die . 
lassige war, nacbtraglich zu bestiminen. 

Die Grundgleicbungen §. 142 (1) zeigen 5 
Gleicbgewicbt der Fliissigkeit nur dann mogl: 
Ausdruck 

(1) Q(Xdx Ydy Zdz) = d 

ein vollstandiges Differential ist, und wenn als 
eine Function von p ist, so muss aucb 

^2) X dx — 1~ Y dy —j— Z dz d T 

ein vollstandiges Differential sein. 

Ist die Function V bekannt, so ergiebt 
tern Q 

(3) jp “ ^ F const, 
und die Constante wird bestimmt, wenn de] 
Stelle, etwa einem Oberflachenpunkte, bekan 
chung der Oberfiacbe wird dann = P, also 

(4) P = p F const. 

Der einfacbste Fall ist der, dass der O' 
constant ist (z. B. gleich dem Atmosphar 
leeren Raume, P = 0). Dann ist an der freie 
F constant. 

Das interessanteste und wicbtigste Beis] 
rotirenden Fliissigkeitsmasse, deren Tbeile ei 


1 1 y il r t) 8 1 a t i s c li e P r o b 1 e m e. 


367 


W(Mui t'iii Puiikt hi iiiit (ler Winkelgescliwmdigkeit m eiiie 
Krrisbahii niit Kadius r l)es(vhreibt, so wird er in dem 

Zcit(‘l(‘in(nit d t uiii dio Streckc von der geradlinigen 

Ibiiiu iiacdi d(‘ni Kr(dsnuttol}mukte bin abgtdenkt. Es ist also \r(D‘^(lt 
die initthrre (b^scbwindigkeit, init der er diese Strecke durcb- 
liiuft; die Anrangsgeschwindigkeit ist Null und die End- 
gesdiwiudigkeit also rm~dt\ folglich ist die Bescbleunigung 
in der Ivielituiig des Itudius. 

Die Massi'neinheit in d(‘ni Punkte m wird daber gegen das 
Hindi‘rniss, das sie in jed(^m Augenblick in die Kreisbahn zwingt, 
cine Kraft von d(U’ (iWisse rco^ in d(*r Rnditung des wachsenden 
r ansiibeii. Ist di(‘- Dotal ionsaxe die ^-Axe, also die Bewegung 
der .r//"El)i‘ne })andl(*l uud -r- Com- 
])()nenten dieser Oe n tr i fu gad k rad’t 

A, 




(()) r, J “■ ‘(,7;“ -| ■ 

Dazu koinnnni noeb di(‘. ('/oinj)onent(‘n lb, X>2 der An- 
zielmng di*r geHaininton Mussigkeit auf dtni Punkt init den 
Goordinaten x, ij^ Diesi? kiiiiinui wir erst bcnHdnuni, wenn 
di(‘ (b'stalt d(*r Olierilac.lie , die wir suclien, bekainit ist Wenn 
wir ab(*r aniuduneiu di(‘ Ober{lii(*ln‘ lialx^ die (iestalt eines 
KllipHoids niit den noidi unbeka,nnte.u ilalbaxcni a, ft, c, und die 
Axcui j\ //, X’ fallen niit dtni Hauptaxiui zuKiinimon, so krnincn wir 
die an/Jehenden KriUie als Pduieiioinui der a, />, c darstellcn. 

Wir baben in §. 107 des ersten Handes da,s Ikituitial eines 
FdlinHoids be.Hiiinint. Fur unser it‘tzig(*s Ibxibleni kommt mir das 


sf'tzi'n. 


tU| ^ r. 

mill K!a|^s.a‘! 

Hlaiiti-B Ohi*ii!:iiiiirn4rn«’k* H. <i 

ilii‘ rtk»ic!iui.ik‘ 

(lii) I' ■' ^ 
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ilydrostatiHche Probleme, 
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§. 14;). 


f _ 

T -j- 

h 

J s) /I 


00 

r ds 

r 4- 

h 

J {!>- + s) /> — 


crj 

r ds 


h 

J {C'^ + .S-) JJ — 

0 


c“‘ 


1st r und die (xesauimtgrdsse der rotirenden Masse, als( 
das Product abc gegeben, so enthalten diese drei Gleichungei 
nocb drei Uiibekannte, aber in transcendenter Form. Elimi 
niren wir zunachst h, so folgt 


— c'^)s(is 

(^2 J) "> 


(//i — c'^)s(ls 


woraus man zuniiclist scldicsst, dass (a‘^ — c^) und 
posiiiv sein niiisscm, dass also die Hotationsaxe die kleinstc 

dor droi Axon ist. Endlicli orgiobt aich aus (15) durcli Eli- 

miiiation von r: 


m 

(Ki) 0 — (a2 f ii) (Jii _ . c2) _ c2 


I)i(‘8(! (ileichuiig win! bofriedigt durcdi die Annahme 

(17) a = l, 

d. li. durcli eiii RotiitionsollipKoid. Machon wir dioso Annabmo 

SO ergiebt eine der Gleichungcn (15) 
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V\'«'r!lH' i|iir» iiia’ilii. . f 

I ' lltiii k I , t’.'* v'rk.U’ 

A A,,i laniii rii, f 

r**i*iiiaui|: !iiifi*'ii lauiii, M.\u 


S 1^1 i lilt* II liir alH’t di»': li 

ruirb i i:i | aiit'li r alt, I *• 
ktnii lUilat|ii!ii»r!lijt%^iiii I;. 
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Hail iiiaij A -^,.4 , 

lint <Iis^ Hllkr i.-. 
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Die Dil’l’erentialgleichungen der Bewogung. 
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( 22 ) 


r. (/;4 2 h- C'^ C2 s) sds Q 

j l/l + ^ (l + 


iiiid cliese Gleicliung liat fiir jedes c eine Wurzel &, die grossei 
als c ist. 1st bo die Wurzel von (22), so ist, wenn b <Z. ist 
das aus (21) bestimmte a ^ b^ und umgekehrt 

Soli zu eiiier gegebenen Rotationsgeschwindigkeit, also zi 
einem gebeneu r eine dreiaxige Ellipsoidflache als Gleichgewichts- 
figur bestimmt werden, so hat man gleichzeitig eine der Glei- 
cliungen (15) und die Gleichung (21) zu untersuchen. Eb ergebei; 
sich dabei die folgenden Uesultate. 

Wenn t zwischen den Grenzen 0 und 0,18711 liegt, so exi- 
stiren drei ellipsoidisclie Gleichgewichtsfiguren , ein dreiaxige? 
und zvvei Uotationsellipsoide. 

Ist r — 0,18711, so fallen das dreiaxige und das wenige] 
abgej)lattete dor beiden Rotationsellipsoide in eines zusammen 
Liegt r zwischen den Grenzen 0,18711 und 0,2246, so existirex 
nur noch zw(u Uotationsellipsoide als Gleichgewichtsfiguren, di( 
bei der ob(‘ren Greuze von r in eines zusammenfallen. 

Ist (‘udlicb r griisacr als 0,2240, so existirt gar keine ellip 
soidische Gloicbgewiehtsfigur mehr •). 


§. 144. 

Die Differen tialgleichungen der Bcwegung. 
Erste Form. 

Aub don GUdchgewichtsbcdingungcn lassen sich durch da 
{PAlembert’sche Priucip die Bedingungen der Bewegung her 
l(‘iten, indern man zu den thatsachlich wirkenden, auf die Masson 


0 C. cn Meyt^r, „(1(^ utuiuilibrii formin ellipsoidiciB^^, Crelle’a Journa 
lid. 2t (1842). Die Mdglichkeit eines dreiaxigtai Kllipsoids als (lleicli 



einheit bezogenen aussere 
gesetztem Sinne genomme 
nach der Annahme von d’ 
die Componenten der Besc 
in jedem Augenblick dei 
soil, wenn die ausseren K] 
X — a;", 

ersetzt werden. Es erg' 
§. 142 (1) die fiir die Bev 

Q 

( 1 ) 

Q 

Hierin bestebt zwiscl 
^ eine Relation, die von 
wir im §. 142 geseben ba 
Die Oberflacbenbedini 

( 2 ) 

bleibt bier unveranderlicb 
Es kommt nun zuna 
durcb die Unbekannten ( 
rentialgleicbungen bilden 
verscbiedenen Gesicbtspui 
sprechend die Differential 
schiedenen Formen. Wi 
Differentialgleicbungen, di 
Wenn danacb y 
stimniten Raumpunktes , 
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Iiliissigkeit sind, so liabcii wir x, y, s als Functionen der Zeit zu 
l.etnichteii, uud cs ist, wie in der Meclianik materieller Punkte 


Du wie wir annohmeii, die Flussigkeit wahrend der 

gunzen Bewegung einiui Baum stetig erfullt, so sind a;, y, ^ noch 
Fuimtionon von drei andereii unahhiingigen VariaWen’ a i c 
durcli (leren Wnrthe sii;h die verschiedenen Flussigkeitselemente 
von eiiiiuuier unti'rseheiden. Am einfaclisten ist es, fur diese 
Vanalden n, h, r. die Wortlie zu nehmen, die die Coordinaten 
x, in irgend eiiiem Moment, etwa fur ^ 0 , haben (die 
Anfangswerthe). Fs kdnncn aber aucb die a, b, c irgend 
drei von einander unabhilngigo Fumdionen dieser Anfangs- 
w(Ttlio 8eiii. ° 

Dor Druck p g(dit l)ei dieser Darstellung aus einor Function 
von .r, y, in nine Function von «, /;, c iiber, mid wir haben also 

(;i) 'Ll'. — ' P ..1. L£ '^y I 'bp'ds 

I'a r X ( a ' by aa 'd^ 'da 
und zwei aiinliclie (iloicliungen, nnd wir erhalten aus (1): 




(y^^\ '02! 

'OPJ da 


W(um (‘ine Kriiftefunctioii V existirt, wicj wir jetzt an- 
nchnion wollon, so ist A' d Vr,]x, Y^zdVi'dy, Z^bVIbz, 
mid folglich 

A-gl' , y "'J + 

(( r a 0 a d a 

l)<*nuiach (‘rgiobt nich aiiH (4) und den beiden entsprechenden 
^Heicdiungcn bir b, e cIrh System: 




it <it 


'A 1/ 




Zt'icinirii wir iiiit */? * 
«!h‘ /U^«*hnrr:Jr iHi*h!i.:; 


wi‘ini mail i-h iu 

TiH*il tkn* in^Wi^U^’n 

lh-ih*ki*ii wir ‘ia^ Inl-gral ii; '-i-r 

seine ttreii/eii von »!t?r Z^it 'ua:if'i 

villi a, /a f* Pan !lal«'*k'l":U 


woriii 4t‘r Ausiinn l w iia< h !*m 
Man hat narh ttor llv/.'i 


f-l ■■ ■ I f f %■" ■ 


i, „) t, , 


iintl iriiiri kiiiiii ilnlirr tiii<'li r-nirrn 


« ^ \' 


satetl. Hit* lletlllimtlig r|i“r I r! a 


Ml. 


Die 1) il’fereii tialgleicliuiigen der Bewegung. 


a? 


koiineii vvir die Variablen c iinmer so annehmen, dass di 
Deteriiiiiiante positiv ist, und dann ist also das Vorzeiclien i 
( 6 j riclitig. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn wir fur a, 
die Anfangswertlie der Variablen ?/, ^ wiililen. 

Dann ist namlicli flir ^ = 0 


(' X 

= 1, 

0 y 

= 0, 

‘60 

= 0 

c a 


0 a 


0 a 


( X 

7 h ” 

r: 0 , 

0 V _ 
d b 

= 1, 

'0 0 
U 

= 0 

0 X 

= u, 

ay 

= 0, 

'0 0 

^ 1 

dc 


a c 


d a 



und Iblglich =r 1 . Die Formel ( 8 ) ergiobt dalicr 
(in) 

die in (bun Fallc einer incompressiblen Fliissigkeit , bei de 
o r-- ()f, ist, in 

(11 ) nrr: 1 

iihergelit. 

lliorzu Bind noch zwei Bomerkungen zu xnacben: 

Die Fune.tionen a\ ?/, 0 sind fiir ein bestiininteB Werthsystei 
a, b, c stetige b’linctionen von da ein Flussigkeitsthoilchen nidi 
pliitzlidi von einem Orte zii einem davon versehiodenen fori 
getragen werdcni kainn Es nuisseu abor auch fiir einen coi 
stanbni Worth von t di(*. a?, ?/, 0 stotige Functionen von a, 6 , 
sein; denn unserer ganzen Betraclitung liegt die Voraussetzun 
zu (Iruude, dass luniaclibarto Flussigkoitstheile ini Vorlauf de 
B(‘W(‘gung biuiachbart Ideibcn. 

Endlicdi niusBon wir aber auch nocb verlangen, dass zu vei 
scliiod(‘nc‘.n Werthen vou a, /;, c a.uch vorscbiedeno ’Wcrthc vo 


lir ^ I r ru 

k;iiin iM i I t.i^vn *‘ii ^ ’* • 
Unirk aii»i i*'" 

IU‘\ trnptlK^rrfi ’.. ’.^ -I'i^' 

»'iiit‘in U:iiiiiit!i«il 

tliit'lii' Wjrk‘^!i. N.i.k:, di"' ’• ■ : ■•'' • k'; 
eiiMtr iiiruiu|ir«*^’«-i!4»ii ilu--K'’-v 
Holrlit^n Z«^«‘ lacht 
uiiissiai. Bt'i I'iii^-r hirin'* I :un'- 
ZuHaniiiiiiiiKiiJi: 1 ^ 

uir^«‘ntlH ii*'kMti V *a x-rif- ? . 

hi ti*-r Naliir wird ■ * 

ZiiLdcratt 14*^ /a vur r i.’‘ '• 

Dalili alM'f tturd*' 3!Li!ia-J'k|a ^ 

IhMK’k llii'li! II IJ !*•'!' I'llM" 
a.bhiui|!i||i* ihri4ij/i’ h » r .^1'- •» i ;* k * i 

Wiift fiir lh‘rii/|«»4i|4,«»i;!)-N f.v 

einer friit’^ii IlhtTflaiiir' iii,.'’l Art l-l*- 
Ilht mu*r irsfrii Waial ai.lM' v-J: 
(Iri’n^'laaliii^iiiig i2i. 4. h, Art lira 

(niH* gt'*||l4«*lir r'r»||H|,;t|j^' 

/,Wii4rht*li <Ir‘r It niid d<<i 

(*in an ilpr WiiipI laiifsalla !p - I 
ili^r gii Ilia'll l^i!i**r • *: 

ll*'w^ /a ii v’ 

lllihftt. 
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ij. 145. 


Differentialgleichuiio'en der Bewegung. 


Alio Grosstni (les Feldes iind auch das Feld selbst, d. h. s 
liegronzmig, kbiiiK^n noch Functionon der Zeit sein. Weiin 
SI irgeiid oinen init der Zeit veraiiderlichen Scalar des Fe] 
also cine Function von x, y, t bedeutet, so wird ein bewe 
Massontheilclien m im Verlaiif der Bewegung zu immer and( 
nnd andoreu Wortlicn von SI gelangen. Sind x, y, 0 die C 
dinaten and u, v, w die (xeschwindigkeitscomponenten von m 
Zeit t, so sind nao.h Verlauf des Zeitelementes dt die Coordin; 
von m 

X udt^ y vdt^ 0 lodt, 

und folglicdi liat (l(*r Worth von S^ flir das Theilchen m in 
Zeitehunent df urn 



oSl 

d X 


4 - 



zugonoinnnui. Diese (irbsse kihmen wir als das vollstanc 
Difforeutial von SS Ixizeichnen, und wir setzen demnach: 


(1.) 


d SS d S^ I r) SS , f) SS , 0 SS 

d t c- 1 ()x ' d ?/ ' d 0 


Die Ooinponentcn dor Beschleunigung des Theilchens 
halten wir hieraus, wonn wir Sl‘— % w setzen, also 


(lu „ dv ,, dw 


Dies(» Ausdnick(‘. habcn wir in den Formeln §. 144 (1) 
zuHidzen, nm dic^ DiHenuitialgloiclningen dor Bewegung zu 
halten: 


(/ U (' u 

_ 

(Ip _ ( V 

(I f () I 


(' H , 0 'll 

U r- r tt” 

r ) X ' (} If 


W 


u 


r' P 
dx 


0 V , 

P — -+• w 

dy ' 


d u 
c) 0 
d V 
d0 


^ P 

() dx' 


Y- 


1 dp 

Q 


(2) 


A i> 'i .Mi ; i i ! t 


«l«'r Olii^rll-i^-hr viaj r 

j *h^'^ Kinhvit dp\ Flfoiii||^ 

Hsnigi^ laiti f im ^it tun |i ,ii 4 l 

iu ist tliv ii« \ f in ita 


riliit iiiiti i^t I'ui! IaI H«f 4«*ii Clatli^ 


i^r!it*n S41I1. 


j 1-.|- «lf I |i I 'In t# ^Ir. 

I^a far }M?||t4a,g«' \s4-iiiirii i nr-li.n innfii^ w 

jlid. I» §. liiit «irr %u riiriiirl |S)|: 


ti. 


Ildt^r llUl^ftslirlirli gP^rliOrWi^ 


c' f , ff « , « # r ^ f |i P 

t i €- s r J# r ^ 


iidtr eiitllirti rimdi 


^‘.r / ' f ' f i ' # 


Im Fallt tliii'^r iiirriiii|irr»§il4f^ri ml f rm^M, 

uad daRti wki 4ti«i illtdrliitiii 


nm , f’M'- , * tr 

#’ -i: ■' f^' f ■■ ^'- » 


Ftir I'ine fr»'i#Cir<*iw»‘ »H’it hi'Ih-Ii, wnm i* tji*r 

sittMujrn Dniek i»f, 4 »» {kwiittjumM 

(T) 

l«t <li» FliJmaks’it wti «» ll«»riJhftt!»|, • 

konitnt dw Il(*<itugit»g 4m» dj*'' m 

in d,»r Etcbtunii <i«r W«j«l mr ««•!» k«t»n, M«d 4i«i 

wenn di§ Wand in (i«h<» M, $iti4 mi dtr lltfliltmi dt<r Nurmlf 
bedeutet, di® {MInffsng: 


Am '-■■■' <», 


Wi 


poneate in d®r IMehlnnf » gi«W'lt X ml ; 
(9) A.^X 


•gang zu der Lagrange’schen Form. 


379 


aus diesen Bedingungen die Fxxnctionen tt, v, w 
^ erhalt man die Balxn des Fliissigkeitstheilchens 
'ration des Systems gewohnlicher Differential- 


Ix 

it 


n, 


(jj/ 

dt 




dz 

di ~ 


idige Integration dieses Systems giebt dann a;, y, z 
von t und den Anfangswertlien a, b, c. Dadurch 
ang von den Differentixilgleichungen der Hydro- 
zweiton Form zu den on in der ersten Form ge- 


itt! Form dor hydrodynaraisohen DifFerential- 
'd die Euler’sclie genannti). Sie ist in solchen 
•tlieil anzuwenden, in denon die Begrenzung der 
30 mit der Zeit unveranderlich ist, weil dann die 
, z einon unveranderlichen Beroich liaben. Ist 
re Begrenzung voranderlioL., so ist es gerathen, 
tn anzuwenden, weil dabei die unablxiingigen 
e immer einen unveranderlichen Bcreiclx Ixaben 


§. 146. 

on der Kuler’schen zu dor Lagrange’schou 
Form. 

gration der Difforentialgleichungen (10) §. 146 siiid 
rictioneii von t, a, b, c bestimmt, und man kann 
on Form wieder zur ersten zurxickkelxren , wenn 
als unabhangige Variable einfxlhrt. Ist dies ge- 
die partiolle Differentiation nacli die im §. 144 


si' 

i: 


pr 


Prmoipes g^n^raux du inouvement dm fluides (Ilisl. de 
. 1756). Auoh di© ©rate, iiaola Lagrange ■benannt© Form 
liachen Differ entialgleiob ungen atammt urspranglicli von 
idpiis motus fluidorum. (Novi ooinm. Petropolitanae 1769. 
tu fluidorum ex statu initiali deflnieudo.) li. Hank el 
a Theori© der Boweguug d©r Fliissigkeiten , Gflttingeii 
lieie hiatorifiohe Bemerkung verdankon, ffihrt sie auf Hie- 


A «’ h t s? t r r 


;;80 


I m 


niit r 1 1 hfZcii hiK-t w;ir. tti‘H wsr ua %un«fn I’aragrapba 

iiilt d dt iH'Zfinrliln-t 

Tin i!i«' Tr.a»''f..n!iatini von *!>’» n in ili>n aaderen 
Viiriabli-n zu iM wirktu. hat man «ls« }»‘kii!ii.t.'n Formeln m 
lieiiutzan; 
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S IJ 
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{ 

¥ y ■■■ 
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r- 1 

$ +■ 
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f" A' 






r' cl 

f «l 

e ^ 

i" I' 


^ 1 .r 

t H 

r‘ ^ 

f h 

It r 

■f 

r f h 

i 

r a 

U 

It I 

f 

f 

I f V 

« #4 

r : 

rh 

i'- r 

f ' 

t* f' h 

1 € 

#■ 

f 


worin, wi«^ frii!»r*r li4t, W «lii» I*ot*nnuinnl«' 


( 5 i) 


« 




# ,r r f f' £ 
f' ti r' h r r 


Hientftcii folgt am* (10) I4&. ila ili«» liiiri rt^niiatiunttn wA 

dt uml «j«, ab, f't mil *nMa!nl«*r vortatiwhbiir iiHuI ; 


^1* 

0 ds 

'em d rl 

f h il e S 

f" r «l r j“ 

dx 

' Fi (It 

exdiem ' 

e jt' il 1 € Il 

i / di r r * 

d P 

t‘ dx 

^ f 

i II d I f 

f ■ r rl r' f 

£? f 

B tf 57 

efdiem 

e f d 1 i" 1# 

4 i e 

dw ____ 

f? ds 

d r M . 

r* Il il 

r f rl 1^ 4 

d £ 

' B g dl 

e M Ml tm 

% 

# fl 1 * 


und mithin aaeh ( 1 ): 

I# }. a: } *'.** ) 

' Vjr ' iff ' t‘ M f di 


Damas er^iebt iidi 



« (NPt I 

t:s/ » th ’ 


und Mfiroach g«ht ddi* 145 (fti »« i. 144 ( 1 ) flb«. 

Die Gleichungmi 145 ( 2 ) «rg«*bi*ij durrli MHltijilicaOna 

la' la Addition uismiitdttiir di® »wt*» d«‘r 




Erbaltuiig der Wirbelmomente. 


Wir wollen jetzt den hydrodynamiscben Gleicbungen noch 
einc aiidere Form gebon, aus der sicb am einfachsten gewisse 
allgomeine Integralgleichungcn ergeben. Wir setzen dabei vor- 
aus, dass die iiusseren Krafte eine Kraftefunction haben, und 
gehen demnacli von don Gleicbungen (5) §. 144 aus, in denen 
wir jetzt unter a, b, c die Anfangswerthe der Coordinaten x, y, z 
verstehen, Wir bczeicbnen mit w, v, w die Geschwindigkeits- 
coraponenton eines Massentheilohens und mit Mq, Wd deren Ari- 
fangsworthe, setzen also in der Bezeichnung von §. 144 


(') 





Dann ist 


'dx 0 / 'da;\ 

f)tt '61^ 'dt \ da) “ Wm 
dx\ _ 1 ^ 

\ da) 2 da’ 


und Aelmliches gilt flir die anderen Glieder der Gleicbungen 
144 (5). Wenn wir daher 

i 

(!i) Z = j [F— j ^ + Km’ + V’ +- 

i) 


setzen, so kbnnen wiv die Gleicbungen §. 144 (5) in Beziebung 
auf t integriren, und erbalten mit Riicksicht auf §. 144 (9): 


u 


dx 

%a 


I 0 V I dm 

^ da da 


Mo -|- 


da’ 


(3) 


dx , dy , dm 

^ ^ IQ . 


'FU 

dx 
d c 


I dy . 

_j_ „ ^ w 


db 
dm 
d c 


,, ,d% 

M'O + If ’)■ 


‘) II. Weber, Ueber eine Transformation der hydrodynamisohen 
Gleiohuugen: Crelle’s Journal Bd. 08 (1868). 
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,. (-..rv <4 ^ 

t 1 '!* K- C )!JV|- iniij 

,.|], i;. !, , ,ij,. 

, i-.!,.} ,-Hr K#rt f an, 


tJurvft K mjj** Hiin'!'!'' I « i jislJ* -!. il«’r< ii I’iinkt*' din. C!oot4 

luitiTi X, !/. r haiM'Ji. «»» h« t.K-i. hnisj,- (tj gttf 

m-hten Si*il<‘ nin’r >ii«- l ,S . *t> niu%<>.-u wir :m( iW finl^ 

iiliftr .S' itit«‘«nr«ni. iitoi « 1 » lj 4 »vrr.»l | g ••••r'.. huinil..! s*r>gim 4 a 

forattsg«'«.'t4«ti*n Ksini.-iHisktnl tms | li.**.'?. hjs, u « sr afer 

utiti diig '••j!l«jir*‘eli»'ii*l«* L»tH 8 ?tp*l«i'i}iii’j 4 *' -irr *‘nr-. .-n »s uij«| 

niit ati«l dj «ii*' t'*>inj««»«’»*s«-3i .i.-r »•< •« }r*.Mi«isgk<*>t in ^ 

RiciittlUg ¥tHl ds Hliii t»tl d *■, isttt' /.'H f ill.d H), 

Mch aus (( 4 ): 

(fij I J,<#« I 

W 

and wmu wir 4 »t» Cari «l-« r Mii» i< im,} ^ 

zekihnen, uaxh dem did I, s, i'y, It); 
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woriu Rich iii»< tnt«*grati«in»ii ««t ait'-' if nnd ift 

der FIsflw'M /■ «»*! Kg j«»Rs»brii, <ij»4 » .hr. Ih. jlisr 

male mi if uud d/» 

Wpnn wir isi Vi*rallg«'a»#iferrwt«^ ntjrB »« t. ‘li tl#» i^iii 
Band«^ WBgefiUirl.4*w Aawlnnlt*’* 4«» 

.W I *\df' 

das WirbeltHameni d#r FWl<*' ^ .si. wir 

nach d«n wielittfeii ttn«j»rf>rheM 

1 . Das W irtapf mas 

keit«t-b«tlebett l-'lac-l}.. tn Vir* 

lauf der B«w««ga«g, dieRi'r l'‘li»rlir - 


. 147 . Erjbaltuug der Wirbelrnomente. 33g 

Es ist aber daboi wohl zu beachtea, dass die Constanz des 
iVirbebuoineiites nicht am absoluten Eaume, sondern an der 
)e'wegten Masse haftet. 

Im 1)1 dc8 crsten Baiides haben wir als Wirbelliniea 
iolcbc Linien delinirt, die in jedem ihrer Puiikte die Rich tun g 
les Giirls babc.n, die also durch die Differentialgleichungen 

(lx : dy : (is — : C,, : Ci 

jostinimt sind. Wenn also die Flache aus Wivbellinien ge- 

oildet ist, so ist in jedem ihrer Punkte = 0. Die Gleichung 
;6j zeigt dann, dass im Verlauf der Bewegung auch C’„ = 0 sein 
muss; weiidet man dies auf einen unendlich schmalen Streifen 
lilngs ciner WirVxdlinio an, so folgt: 

2. Die FliiKsigkeitstheilchon, die im Anfange auf 
oilier Wirbellinio licgen, bloibeii im Verlauf 
der Bewegung auf eiuor Wirbellinie. 

Wir lasseu jetzt die Aimahme wieder fallen, dass F und Fo 
iius Wirbellinien gebildet seien, und legen durch alle Punkte 
der Begrcnzung der Flaolio F,, die Wirbellinien. So erhalten 
wir einen Wirbelcanal und jede Quersobnittsflaohe eines 
Kolcben Oanals bat dasselbo Wirbelmoment, das wir das Mo- 
ment des Wirliclcanals genannt haben (Bd. I, 91). Wir 
haben also aus 1. und 2. den Satz: 

it. Die KlUssigkeitsrnasHe, die am Anfang einen 
Wirbelcanal orfiillt, bildot auch im Verlauf der 
Bewegung oinon Wirbelcanal, dossen Moment mit 
dor Zeit unvoranderlich ist. 

\'on besonderem Interesso ist dor Fall, dass der Curl der 
Cfischwindjgkoit gleieh Null ist. Wenn dies am Anfang der Fall 
ist, HO bleibt diese Eigenschaft nacli 1. wahrend der ganzen 
Dauor dor Bewegung erhalten. Dann ist also die Deformation, 
die dio Fliissigkeitsniasso in jedem Zeiteloment erfiihrt, rota- 
tionsloH oder wirbelfrci. 

Der Vector 31 ist in diesom Falle ein Potentialvector, d. b. 
es giobt eiuo Function cp der Coordinaten x, y, « und der Zeit, 
so dass 
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A li t . r h 14 ! r r Ahnehu^ll 

ist. OioBc Fiiiiiii^Hi f- insi-h H luill/. 4^^ 

sell wind i I! k Is jui 1 1*11 tin 1 M. 

Im Allgemeiiirn wir«l *Iih tte'.rhwuidi.i^krit^liHlenlisil ^ 
von dnr Zeit uldiiinKA'^^- %nu d» r Zndt, wist 

diT Zusfainl Htiitisainr. 

Die Stnnidiniini Bind di** «.4i.hn||i»nii}«4i 'i'rajeeltiriaa 
Fliiclian ^ mmL Man i?rhn!t dureh Inteicnititm 
Systems 

if‘ cr-- # 0 4 <1 

fix ; liff : d, • ^ ^ . 

r J' f i J 

Im statiemSinJu Zustatnh* iIk *.*' Sfromhiu.-u mit derZat 
unveraiulerlieh. Im timht «ttaUoiMir* « /ii»l.’Uj>l«- iK-xkdu'n sie 
auf tnni‘n buKliuimtfn AugtuihUn k. 


is. H«. 

WirhelfrHit' 

Wenn wir 4i« f 

und zugleicb KrsdtfjKitoutiak F nnd demnadi 

dw rv f'n r’«' ^ *• t'u 


( 2 ) « 

setzeti, 80 folgt; 
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\ z imabliangig, also constant oder nur eine Function 
• Zeit ist. Es ergiebt sich also: 


'() cp 
dt 

iv nach (2) 

in — V 

dt 


F — j ^ _ i 4- 4- 4- c 


f <ip 

(> 




+ 0 . 


Hierzu kommt noch die Differentialgleichung 145 (4): 


^ os; 

'Ot'^ dx 




OQ 


dft> 

di/ 


Oy 




'd Q 


d (p 


d0 
de ' 


= 0 , 


d (5) uiid (6) sind jetzt die beiden allgemeinen Differential- 
iicliuiigen fur die Fuiictioiien (p uiid jg (oder q). Als Grenz- 
dinguiig ergiebt sich fiir eine ruhende oder in gegebener 
weguiig begriffene Wand aus §. 145 (9) die Gleichung 


0 <p 

dn 


= iV, 


inn N die Gomponente der gegebenen Geschwindigkeit eines 
andpunktos in der lUchtung der Normalen n an diese Wand 
doutet. 

An einor froion Oberflacbo der Fliissigkeit , an der -wir den 
■uck constant annelimen, milssen die beiden Gronzbedingungen 


) 


p =7. const, 



0 


stelion, von donen die zweite sich auoh so darstellen Uisst: 

^ 4. If ^ 4- if = 0 

' dt ' dx dx ^ dy dy ' d g d e 

Sie besagt, dass die B'liissigkeitstheilchen , die an dor Ober- 
-cho liogon, auch im weitoren Verlaufe der Bevregung an der 
)crflaoho bleiben. 


149. 

Wasserwirbol. , 

Wir wollen ein einfaohes Beispiel fur die stationare Be- 
jgung betrachten. Wir nehmen als wirkende Kraft die Schwer- 

RUmann- Partlelle Diffarentlalgleiohungen, II. 26 




h t / r' lur^ I- Ah»rhn-Ai 


!: 1 


iliifis ::■ mii 

I I "S'' 
I 1i' - V ^ 

I |i|';':i:4:J.;ij 

lllliilpll 

ii’'.: 'i’ll S’! 

I S ‘ J' a H 'j' 

■i ■ ibf 
'I "iV’i'. -m 

.W , i^jl j Iwj .4 I : 'jl 


I li'iil'ili 


i 


mu 




f Yj I 







krul't an, ilit* 'ii'* Un-htnns <i>‘r hul><-n mag, so i 

(iiiKK r -■- w.-iui ;i -ii.- ls.)irhl«>smjKn!iK (If-r Scbwere ; 

bi'ilcuti-t. S>-tz<-)i wu- lib' l>n-ht!^'lii it fonMant. I , so i 
tlit* DiJiiTHitialglfb Ining ^ 14?* U>) J 


Oiler vfenn wjr auf Cylimi' r<>«*r'iinat(u r. if. . triinsfonairea 
((Ild. I, S. 42 (4.1: 


I r i « ' ^ 


r f r 


uiid auK iler Uleieltuns; Ms « *» > rb.«U» n wir, well b«B 
Btntiouiireii Zustawl » h '* *** 


I (|i t / 
•J : ’ » r ^ 




) ■ ^ - I t 
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Neiimen wir an, »!as!i dif mjh «Is<- i-Aw rotit% | 

HO das* jftcli** Tlifilelien niin'ij ?«iriz<»ntMlrii Kr. is mil coiislMter i 
OMihwbdifikeil dnrehliinft , »«i ma«ii» f »*in*’ Knnt lion vm I 
alkin sein and *ir kdaip^n s* t»jn: ! 

(8) , it. 1 

worin k eine tkmrtatito ml, lH«» «»<»wliw!in!igki"ii. wit tier ikb ■ 
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Ea boHndot *ich also tei diewf Aistmlinw? d»»« FlliiiifWt 
ftir unendlfcb gr»««e W«rtl»« w« r in Kah**. 

Die Dldiehttug (1) iit daiftt di^ Aonalfiaw erWlIt, M(d P) 
giebt 


W asserwirbel. 


P — gs 


Dio Gleichung der Oberflache erhalten wir hieraus, -wenn 
w i) gloich einer Constanten setzen, und wenn wir den Anfangs- 
p ikt der Coordinaten passend legen, konnen wir also die Glei- 
cl ing der Oberflache in die Foi;m setzen: 

C ^ — '2gr'^ ' 

Er ist cine llotationsflache, deren erzeugende Curve von der 
d tten Ordnung ist, und die Linie ^ = 0 und r = 0 zu Asymp- 
t( en hilt 

Dio Grestalt der Ohertlache ist also trichterformig und geht 
a der jsf-Axe in unondliche Tiefe. Dies erklart sich daraus, 
d '18 (lie Winkelgeschwindigkeit nach (4) in der Axe selbst un- 
:llich gross wird. 

Man kann auch eine Bewegung angeben, bei der die Ge- 
8 iwindigkeit in der Axe nicht unendlich wird. Man muss aber 
(] nn in einem Thoil der Fllissigkeitsmasse auf ein Geschwindig- 
k itspotential verziohten, 

Wenn luimlkh und 0 Constanten bedeuten, so geniigt die 
I mahme 

V — 0)0 X, iv — 0 , 

1) y 0 -f*' 0, 

c n Difterentialgloichungen §. 145 (2), (6). Die Bliissigkeit dreht 
g ih dann mit constantor Winkelgeschwindigkeit wie ein starrer 

Fig, 49. 


orper, und die B18/Chen jp const., also auch die freie Ober- 
iche, sind Rotationsparaboloide , die ihre Hohlung nach oben 
ahren. 
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H'-l-. i 

} ' 1 ^ i- 

f'ilf ' I' 

■rii'! r 

-i!i '• 
;’i; '-li' 
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■ 
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Man katiii .liusi- Sh-i.I.h lu Wi-ise mit 

eiiiaiai'.-r rombiiurm. si if.'. 41' a. Mui. a.-hw,. ..i,,.- heliebige 


> ' 






.5 1 '■ - II, 


till" r . r 


und dandt dir* Am Orta 

mimh ntusn mau 

k 

(lOJ W: 

Bcteeti. Wenii wir f, •!•'»» I>ru«-k an ikr Obisr. 

fliiclia seteH, m wir.l <ln' tilrnlmnsj 4 .t «»U*rrt»*'hr 

I A'* / 

nil a ^- ■■■ ■ . •'**' ^ 

und din Oterttii'h'* hat di.> Fdws»' 5 *' AiymiitaU-tieb#*. 

FUr r < c wini div d*sr t>l*ersli««'!>«i niw h (h) nod (18} 

S' t jii." ‘ 

und Ai&m sehlk^ 4di l»t '■ an di«^ «' ik^rtelw (ll| 

an, weim 

!•» 

g^ncHat wif*!, Danti wir4 Mt f f,il«n4.'lii.ifig d«r cilMiftfeto 

(12) ^ 

ttud daiiTi hal^ii b^irlt Clterliiidic^ii fisif ^ 

Tang»iilial«tbtni* Aii«di tirr l.lpiek p i^rliall fur r ^ ■ € iiid (I) 

und (10) dan^lbtft Wrirtli 

F" * 'V 

Fiir I* > f lit dimi' lkw*»g«8i wirJ»elfr#i.. F* t'si»«yrt lii, 
alkirdinp iB«hrwertJufM, t5f«?hwittdtglt«il*|>Bl*»ntjai Kt 


149. 


Wass erwirbel. 
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<; c existirt aber kein Geschwindigkeitspotential. Im Inneren 
eses Cylinders findet eine Avirbelnde Bewegung statt. Die 
efe des Tricliters ist hier endlich, namlicli [nach (12)] gleich 
/gc\ Oder wenn wir die Rotationsgeschwindigkeit coq einfiihren, 
eicli coo c^/ 9- Dieser theoretiscli mogliche Fall diirfte ein ziem- 
jh gutes Bild von dem wahren Bewegungsvorgange bei Wasser- 
rbeln geben, wenigstens so lange man von dem Einflusse der 
nbuiig abselien kanni). 

Lamb, Hydrodynamics. Cambridge 1896. S. 29. 





■jHS 


1 1 «. 


Man kaiin ltt*ni* ii iSi-w.-Kiin^i.-ii ui I'.il^riuifr Wi'igg 'i 

einumh-r comliinireii sFii.'. 4'.* a. S.r Man beliei,- 

consUiJitf* t an. utni 



M ^ - 

r 

' M... J\ 


M 

f«I 


f/ • * 

2 '' * 


Ilii' 

(«) 

14 ™ , 

fj 

Ji 

r ■ 

- - 

kj 

fi ’ 

! 

2 r' 


fhr 


und daniit dii* (JpschwiniiiKk. itf'ii hMvj,>> Fuim tmiuni des Ortai 
seicii, mu88 man 

( 10 ) w, * 

r ^ 

aetzen. Warm wir i*l«^srii ilrin Ihiirk im ckr Obt- 

flikbo natzari, w win! ilia lilap-’iiniig *|«''r Olwrlli-cka 

(H) r ^ 




fur r 


und die Olmriileh*’ Iwt di.* Kla*iii‘ x «* xur As>mjitofcim8bw«. 
fur r K. e win! die (»l««kdimig tier ( dairiSaf lHi naih mi4 


1 ; I 

'4 i r, 


f, i». 


fu> dif *>lw.rflicb« (II) 




r it 


und diese sehlieirt skh bei r 
an, wenn 

ge8<»tat wird. Dann wjrd fiir r - 

kt 

«nd dann ^hm hmh C»barffeh.*« f,ir r r auch Aimlh 
laageaUaiebene. Aarli d«*r llrwrli! p rrhalt far r e naeh M 
und (10) dentelbeii Werth ' ' 

k* 


( 12 ) 


die lileklisitm d«r Ofterdidb 

j 2 r» fSj. 




. /• 

»■ 


'' lte»egw«i wirlMdfm, Ku esittirt «M, 

allerdmpmehrwertbiges, (M-«.|,wj,,digkeila3«»tenl»l ^ 
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389 


<; c existirt aber kein Gescliwindigkeitspotential, Im Inneren 
eses Cylinders findet eine wirbelnde Bewegung statt. Die 
efe des Tricliters ist hier endlich, namlicli [nach (12)] gleich 
/gc% Oder weiin wir die Rotationsgeschwindigkeit co^ emfuhren, 
eich 03o c^f g. Dieser theoretisch mogliche Fall diirfte ein ziem- 
ih gutes Bild von dem wabren Bewegungsvorgange bei Wasser- 
xbeln geben, wenigstens so laiige man von dem Einflusse der 
jibuiig absehen kann^). 


Lamb, Hydrodynamics. Cambridge 1895. S. 29. 


N(?tiri7.«‘bi»t«-r AbHi*hiuH. 


Bewegung elnes starron KdrporH in winor Fltlsslgkelt 
Hydrodyafumlwjhtir Theil. 


j. jrat 

Gr©nzb«M)ingu«K»*« f«J' ‘in* H»?»i>fCiiug ••mwii itarrea 
K 0 r jH‘ r !» i II in H (• r F I « » « i g k *n i. 


Wir iHstrai'htrti j«t*i »U‘« FaU, ifi*”* nt b wtu Htarrar Kiirpei 
ron beliehigei* in ifiin’r rtllmiHg iin«*i!i!hi'}i anfigi'tlehutea 

incomprcasililBii Hiiimigki'i! Wii ilalwt fomas, 

class die Bewegung dw Ulisrigkeit wirbidfnd »*•», «lati« aim fibandl 
eiii GeBcbwiiidigkinfcNpiitpntiat f naimri*. Giw* InflS nach 1. 147 
unter der Aiinaltoia wn l’«>l«*Mtialkriift*'n iinmm ^u. weim es n 
©ineKi Augenbiiek dir Fall w»r, iilwi 15., wi’iin 4i« Uew«p^ 
von dor liuhelag© ans dundt di«* Ktnvnrknng 4«*n I'utontialkmfte# 
entataiidon ist. 

Endlich nehtnan wir nt»ch an, d«#'* db* FlH««igkeit im Oa- 
endlichon in Iliibe mL 

Natth §.148 bat hi«r dto Fiinction if m ib*»n ganzen Rwim 
ausBorhalb dw gegelasnen Kiif^r# di« iMingiiiig m lwfri»?d%«: 


( 1 ) 


^i(p 


if? 


■i 


if* 


''’f 

i?l* 


II, 


An d@r Olierflieha d«« wagplaachtun Kiirpura biMtsht dwa 
noch waiter di« Bedingnng 


( 2 ) 


If 

<3 m 


wenn » dte Rtehtung dar Norwakn an di««‘r Stelb* d«r Obif* 
flSch© -™ wir woUen anMhmeti, in dur Ittcbtung vnin ICiirp«f to 


'''tv. 


Bowegung eines eitigetauohteii Korpers. 
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►0. 


Fliissigkeit hinein positiv gerechnet — bedeutet, und N die 
gegeben zu betrachtende Componente der Geschwindigkeit der 
riiache nacb der llichtiiiig n. 

Soil ini Unendlicheii Ruhe sein, so muss der Gradient von cp 
Unendlichen gleicli Null, cp selbst also constant sein. Wir 
len annehmen, dass die Abnahme der Geschwindigkeit so 
:k sei, dass das iiber eine allseitig ins Unendliche hinaus- 
kende Oberflache SI genommene Integral 

[^r^dSl 

J dn 

I zugleich jeder beliebige Theil dieses Integrals verse hwin- 
nd kloin werde, mit anderen Worten, dass die Gesammt- 
nge der in der Zeitcinheit durch irgend ein im Unendlichen 
egenes Flachenstiick hindurchtretenden Fliissigkeit unendlich 
in sei. 

Nirnint man fur SI eine Kugel mit dem veranderlichen 
iius so erhiilt diese For derung auch den Ausdruck: 


Lim 

E : -OO 


d cp 
dU 


= 0 . 


Wcg(;u der Diffcrentinlgleichuiig ^ cp z= 0 kdnncn wir g? als 
iwton’aclios Potential von Maasen ansohen, die im Innoron 
sr auf der Oi)erfliiche des eingetauchten Korpers gelagert sind. 
3 Bedingung (4) besagt danii, dass die Gesatnmtkeit der 
188011 , die dieses Potential orzougen, gleich Null sein muss, und 
in kanii ilir also auch die Form gehen; 

I Lim Ji gj = 0. 

JK -oo 

Weitere Bodingungen sind datin nicht zu heriicksichtigon, 
mn wir keine freie Oberflache der Fliissigkeit annehmen. 

Diesellieu Gleichungen gelten auch fiir den Fall, dass 
flirore starre odor in ihrer Gestalt in gegebenor Woise ver- 
dorlioho Kdrper in die Fliissigkeit eintauchon. Wir beschranken 
IS aber auf den Fall eines einzigen starren Korpers, und driicken 
nachst die Bodingungen (2) durch die gegebene Bewegung des 
irpers aus. 

Wir sehen furs erste von dom zeitlichen Verlaufe ab, be- 
achten also den Zustand in einem bestimmten Augon- 
liok; mit anderen Worten, wir betrachten die Zeit t als einen 
irameter, nach dem nicht differentiirt wird. 





ih :0 
I :|i* sill lllfl 

'■ '‘Ilf ‘ Hi 


tS\\H tflf 


I' • ■’ 

;p%!jf * fc * ^ 

palfrll 

I %5l tt:. f ? 

*j * ' 

|y I Pi 


' ^1 

•rdi if'" 


Ii8c ft si 

;|'^?i 2 ||l*| 

pi U 

l!^ I 
^ k!4;^ ICl I , I 


.(,,.J, N. Uii .•.•!iu!' >■ §. 150 , l ‘ 

Wir lu-hiiK'ii ■■lu t'<uir<ij!»;»t> Its'!.?*-!!! .i. t/. ..-. th-sscu Anfenp. 1 

puukt in fifiu !» vn'-i«-ii K>-rj«'r !i« .;. u nmsj uu*! iiuhmen ! 
Ik'Wt'iJuiijJsznHSnJul «i<-H K.-rinn-* <la>lim-ij ;il'^ ««‘U<-iM‘ii uu, da^ dio : 

( : n sf h w i n 4 i g k <• ! t ^ •• •< lii j. n •■ n ? > n 

/. k. » 

ili’H Aiitiuig'^punkl' s* u;ii 1 ) 4 » ii JiH'J.tui»,*< !! «i« r \%«'u j.\ y,g njj ; 
(lie {'oiiip.»i»*iilon <i> r U..tatSMn-«.‘Hi-h« i!i.!igk.*itnn i 

I*, f/. I* 

in Bi'ZUg siiif A's.»’a! soog*-!***!} ws«-ii. 

Weiiii nun x, •/. » 4 i«‘ rd -nhiniUni jr««-inl «'ines Pmiktes* , 
elf* KorjitTH lM«(l«nite!i . k»nn« n wir ds. M-hwimligStA- 
fntn|>t*nf nlnn n. l^niskt.'H naeds leei, 1 , Ji. MJ 

Kn ist iiiiniliflt in «l« Jt dxrtegfti I 4 *riin h« ( 2 *. «lif mch attf die 
relsitive Vi'mlufining «lfs l*U!iktf>. » «• g*'ii .|**n (k»iinlinatMi. 
anfangspnnkt br/ichfu ; 

x' — jr r— (ii — /’ffik y' Th/?, u''-- .'i Jr — H'Jdl, i 


p — i‘rff 

n 

(^fii 

r 

su wton, unt! mi 

rrgii*l»t **if!! 

M - • V 

liy • 

v*. 

fB) 


i*s • 

H r. 


IT '^" 1 “ 11 ^ 

■■ (^fx ‘ 

/•y 


;i (r — H‘)(|{, 

- /Idk 


Hierin sintl fl, F, §y, F, <y, H tUt *nn«*u gegebjien kn^ 
bUckj als pgfllwne *a lMfirarhk*n. 

Wintlen wir d» l-'oniMln (61 attif »*i««*ii I’linkl tlfr OberW* 
an, so ©rgiebt lach (Ur 4»t Horiiw5r«Bij»nn»*«tf’ iUt (i(wchww(% 
keit: 

JV s= ’4" prtwjfBf ) 4" 

also: 

(7) J)f ssfn (>-am(Mx) ' j Vem(my) ' i H‘fm(ns) 

-f- /([.reoiCHf) f 
Wir b«mwken norti die F»ri«Bh 


Ntio •;'SS t). 
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Eindeutigkeit der Losuiig. 
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111 do eiu Element der KorperoberHaclie bedeutet und das 
3gral liber die ganze Oberflaclie des Korpers ansgedehnt 
cl. Man kann diesc Formel leicht analytiscb (aus dem 
ze von Gauss) ableiten. Sie ergiebt sicli aber aucli aus 
Bedeutung des Integrals. Denn das Integral (8) giebt, mit 

I Zeitolement dt multiplicirt, das durch die Bewegung des 
;pers in der Zeit dt neu bedeckte Volumen, vermindert um 

freigewordene Volumen; und da das Gesammtvolumen des 
epers ungelindert geblieben ist, so muss die Summe gleicli 

II sein. 

Die Gleichung (8) ist eine nothwendige Voraussetzung 
lir, dass die Gleichung (1) unter den Bedingungen (2), (8) 
e Ldsung hat [Bd. I, §. 96 (1)]. 

Aendert der Korper bei seiner Bewegung das Volumen, so 
die Bedingung (8) nicht mehr befriedigt. Dann ist aber auch 
Bedingung (8) nicht mehr erfiillbar, weil dann durch jede 
1 Kori)er umschliessende Flliche ein der Volumanderung des 
rpers gleiches Fliissigkeitsvolumen aus- oder eintreten muss. 


§. 161. 

Eindeutigkeit der Ldsung. 

IJm die Frago zu beantworten, in wie weit durcli die Bo- 
igungon des vorigen Paragraphen das Geschwindigkeitspotential 
bestimmt ist, verfahren wir ahnlich wie bei dem nahe ver- 
ndten Problem der stationaren elektrischen Strome im §. 168 
3 ersten Randes. Wir bilden einen Ausdruck fur die kinetische 
lOrgie dor Fliissigkeit, der uns auch spater noch niitzlich sein 
rd, und der xuir dann verschwinden kann, wenn die Fliiasig- 
it uberall in Ituhe iat. 

Ks ist namlich identisch; 



— — div g? grad gi — • gp ^ gj, 


d da z/g? rzr 0 ist, nach dem Gauss’sehen Satze, wenn die 
irmale n aus dem Korper in die Flussigkeit hinein positiv ge- 
chnet wird: 



:m 



S V n h S 4 1 I A b ^ li lu I 


’ 1 / Ml f ¥ r ^ \ ^ 

(^■f I I ? i| ) ^ f « I 


f ^ 


; ^ 


4 t 


1 . 

} f H ' 


unci ilurin hi. wiiiu i das -i^nh/r FrUI ^iUHniTlmlb 

Ktirp^rn iNHleutet, ih^r i. Ian ill) dm ht^i 

in Ik»/-ug mif du nnr til^^r 4i- ubr^illiirbr «F'h K^rpars atmii. 
flehuaiu 

Nehmam wir tkr Kiiifiicliliaii lialFr-r ili«« lUahUgkait 
FUmsigkait glaicli I mi ihI 


l\c^ Q) ■ i:",)V" 


(He kiiif'tiwhi* Km r!?!** <l••r m *Uto VMltmi«»m‘U-ni«’n{ r eat- 
halUnien Mhnhcs tustl wcnn «!r •lalwr ihU /\ »Ii<- I'-lu'iulige Kraft 
ilcr KChajiiiiiti ji Fl»>*‘«igk< jlMiia*#*- ix'^rn hiim. w* i<»t nach (1) tmd 
iiiich 5;. 150 i 'i) 


(2) 


2 /, I »i) V ti a. 


Hieraus ftilgt, •la»*, wt’iiji S' <* i**?, iUMi* 0, »Id) i 

9 = uoBst. will fflutit «ui«l 4 j»*» << 4slii h 4i«’ < i »**i« }iwin!li|k«l h 
uberall gbich Nall i»t, Et kaan ab** far fin anti ilaMtin ji 
N nicht twi'i ¥»r«<*!tif<l»’nt" (}i!srh«ita4igk«it<*/M'*i.«nl»’ gwHcn, DtM S 
sind tp und ip' *»♦*> *« d**rowU»»*ii N gph'xngf Eanttionen i) I 
gebort ibr© Diff^ren* f — f?' «« .V o and «iii<w M t 

alsci eitt« CiHistattte, 

Yorau*^««t 5 t«t i»t, hbrto al«*r, diw# iibdil imr di# 0«- '■ 

schwintUgkpit, aiiw d»r (Iradienl »»»» f», aa«b die Ease* , 

tioii 9 aidbat atetig S)*l lit# 8tetigk««l «*« f' fdlgt al»r aw ; 

(lann an* der St4;tigki*it dt* tlmicb«inditltetl«»'»*clfir», mm 
Feld t einfaeb *aiammenhtn|e»d i*t, «it4 ♦» gill al« dtr 8A: 

I)a«s in eiaetti eiiifarb *u»a wnte»b«ittf«ndM 
Feld®, duggeii Wand* in Itnli** «in4. ei»i ia* 
compresiiblw Flit*igk«it, die i«t {’»«M»dltcb®a *f 
in Iltthe i«t, keiiin *irbelfr«ue ilew6|Bn| -■ 

haban kann. 

Dieser Sata gilt niebt ««br fdr mehrfarb aiiwtnnienhingaBdi 
Felder, in d«n«o mthrwertbige li«tcbwiiidigk«it«|»siteiitialt 
kdntian. I 



iviunriacii zusamiii enJiangencle b eider. 


1st cler mit Fllissigkeit erfllllte Raum mehrfacli zusammen- 
hai end, so kdnnen wir gewisse berandete Flachen annehmen, 
an .enen das Potential eine iiber die ganze Flache con- 
sti ite sprungweise Wertlianderung erleidet (Bd. I, §. 93). Die 
Ra: llinien dicser Querschnittsflachen liegen auf deix be- 
gre zenden Wanden. DerEinfachheit lialber nehmen wir nur eine 
sol le Fliicho 6 an, deren Randcurve mit X bezeichnet sei. Man 
del :e otwa an einen in dor sonst unbegrenzten Fllissigkeit ein- 
get ncbten Ring, und eine durch den inneren Ae(iuatorialkreis 
die iS Ringes begrenzte Flache. 

Wir haben in §§. 99, 100 des ersten Bandes Potentiale von 
Do [xdscbiehten betrachtet, die solche Unstetigkeiten aufweisen. 

Ist r die Entfernung eines veranderlichen Punktes q mit den 
Co 'dinaten 0 von dem Element cZd der Flache d, also 

vve 1 mit a, 6, c die Coordinaten von d6 bezeichnet werden: 


( 1 ) 

un 

wa 

be( 




r = f(x ~ + (j/ — by + («; — c)^ 

wird, wenn v die Normale an da in einer beliebig ge- 
Iteu, aber diinn festgehaltenen Richtung positiv gerechnet, 
lutot: 

. fai 


gei tzt, 80 ist an der Flache a 

0 + _ 0 - ^ 1 [ Bd. I, §. 99 (7)]. 

Auaserdom ist im ganzen Rauine = 0. 

Dili Function O hat eine einfache Bedeutung: Wir be- 
tr£ hten den ganzen unendlichen Raum, in dem die Flache a 
ini der Randlinie X als Schnitt betrachtet werden soil, Uber 
de der Punkt q in seiner Bewegung nicht hinausgehen darf. 
Nt men wir die Richtung von r positiv von dem Element da 
na X dem I'unkte q bin, so ist, da, wenn der Winkel (r, v) spitz 
ist dr hei positivem dv negativ ist (Fig. 60 a. £ S.); 


'in 

dv 


= — ,008 (f , V) 


f, 




un folglich 


\ r ”,:i II 


• i, II ? «■ r A 


’ I r, r I 


Wir . 4»‘r 4uri“}i «li*^ q 

tleii Puiikli!*ri *ilit*r n ^!r.4iivii «Ti?FUgt 

«i«‘t.4 >rii'kf^k!t«| Vha^hv n (rtircleu 

Fiiiikt qi, nti4 «Fr4 I’ Ft- h*iiHUit*k, 

JiiiH «-i!p-r luii q kt^ichriQ* 

>v ■« l*«^|ii'*'!l }i*^ ;iU^»HrFfii(‘|40jh^ 

\ a ^1 f 4 ^NilS/. I" Kogsl. 

^ \ Kinlirii, slii.- ^chein* 

\ Flirt* 4 t‘r 

iFlfsktt^ q ISUh grHrhrii. iFinfl 

f4l dtii 

V^/ 4 ^ ft 

dii* sohi»ifihiiri» Clr<r«.iii! His«‘ip.»rit4«*i'iis?iit*'H «lis, w#'iiii ilnr Pankt 
f/ mif liar Haste ilar fia^ili f sm NFtrmalf^' Iit»iit; ini iiitg^^;. 

gasatetesi Falla til ■•■’ dm 4te 
Vm iit «lahi*r 


ilia ncliairiliiirt* niar 1 'liM‘lii* ii, wmsi wir aiiiithMefi^ 

claas kriaa Tafigt?filltli4*tiw aw irgt^ii4 t^iiirtn Funkif^ ilar HW# 
0 darcli liars IHiiilcI f galia, culi'^r mil itmlrmi Wtirlait, wtan Mi 
else Ncsritii!aiirit!lil.ii»i ¥ isti «lar FIAi-litf 0 m fet* 

naton d.w 4 ar l^tiiill f II liar all asif tier ?%ite lir 

fHiftstifan t* liafL I411 4ar Fiiiirlitiri # aarli in asulnrasi llto 
(Ua.ii«illm IkHltiiliiiif $u wir Hiicdia ii sa TkA| 

deriin jtclir fiir iiali 4 m liter gtsnicdite Aiiniiliiiia arfiilti (WiWi-. 
wir aiiitiihniat'u dans diti Taw*mliiil®lw^iit liira iCiriiiiiisg 
«tetig iticlarl^ wartkin Akm lliail# mu «*ii.iari4i^r gritdtteilttt clirfi' 
aolahe Ciirraii* lirsgi ii#:^raii ilia Tiiiig#iiliiik 4 w;^iiaii ass # ilar^ 
Purikt f gehati.) Wir nrbiiiafi ditiii in «l«'^r gmmmi 11 # 

fiiria steh stetig mi^mth 4«ilifa Knruiiilrkliliifig ain tind stfewa 
dis ichtmlsaff^ dar Flartia ait^ t|i*ii trlstltteM 

Qriii»au ihrar Tliailt iii.«iiiif$«tt ? wnliti liniiti ifiiim^r durai 
gehalten wird^ tini «iiii wibliar llitil fM«ilit «»iter sagitif M 
raehfiin itti ja tiarlidani f anf 4ar Haite ci#r |p»ilit#.ti 4^ 
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i). 101 Mchrfacli zuHaitiiiienhiiugonde Felder. 

Seitc lor uegativtin v gelegeii ist^). Daim konnen wir allgemein 
sagei 

; ie Function 0 ist die scheinbare Grosse der 
Fliic LC 6. Dicse Bedeutung der Function 0 veranschauliclit 
sehr leutlich die Relation (3). Denn ziehen wir von einem 
Bunk 3 der Fliiclie 0 die Strahlon nacli der Grenze A, so erhalten 
wir i if der Kugclflaclie eine goschlosseno Linie, von der wir 
anna nen wolleii, dass sie sicli iiirgends selbst durclischneidet. 
Die iheinbare Grosso von 6 ist der cine odor der anclere 
der 1 iden Theilc, in die die Kugelilache von dioser Linie zerlegt 
wird, jo nachd(3ni wir das Centrum auf dor positiven oder dor 
negai ^en Soito von 6 nohmen. Boido ergiinzon sich also zii 1, 
und ■ ir haben also mit Rlicksicht auf dio Vorzeiclionbostimmung 
die 1 lation (3). 

1 3ndert man die Flaclio (J, ohne iliro Begrenzung X zu 
aiidoi , so bloibt die Function 0 ungeiindert, so lange die 
Aoiul -ung von d niclit so wait getrieben wird, dass dor Pimkt q 
auf i. ’(3 andore Soit(3 tritt. 

I 3hmon wir z. B. (S als die Flacho cines Kreisos und also X 
als K aisperipherio an, so wird die Function 0 als Flaclieninlialt 
(3in(‘r iphariHchen Ellipse clargestollt, und die Aufgabe fillirt 
auf i 1 ellipti8C3hG8 Integral, dossen Modul von der Lage des 
Punk H q abluingi Die Aeijuipotentialflachen 0 — const, gehon 
all(3 t irch don Kreis X. Die Kreistlache solbst und der 'rindl 
dor I miQ ausserhalb X gohoren 8t3lb8t zu dieson Flachen, os 
entsp jchen ihnen aber zwei urn V 2 vorschiedene Wertho vou 
0. E 3 Kcliuar dor Fliicben 0 — const hat einige Aohnlichkeit 
mit c 10 m Kugolbuschol, desson Schnittlinie die Curve X ist 

I 0 orthogonalc^n Trajectorien dieser Flachenschaar Bind die 
Stron .nieiu Hie verlaufen in den Meridianlinien und liegen auf 
ring Irmigon Rotationsflachen, in deren Inneren die 
Linie . vtirlauft Denkt man sich einen solchen Ring als feste 
Warn bo erhiilt man eine mogliche wirbelfreie Bewegung in 
(‘inoni sweifach zusammenhllngondenFelde. Der Querschnitt eines 
solcbc Hinges ist aber kein genauer Kreis. 

I der liinio X selbst warden die Ableitungen von 0, also 
die G {chwindigkeiten, unendlich gross, und darum ist eine solclie 


^ Diosa Bastimmung w^rda bei den nogonannten Bliiobon mit nur 
einer i ite vermgen. Snlohe B'tllle Bohlieaseti wir hier aus, 


FluHsifikfit>!ifw.->'iuiv' "Itui ,u,.- Waiul, lUi* die 

1st mut irgi'iul flu nJistl'iinui;* ) K>*f ji<-r K nt die Flugjig^^j 
i*ing(*tiHiclit, so ist die I'onvi-giinit d> j 1 iHsstjjk*-!?. in d«*tn 5 sweift (4 

zustimmeiiliiuig»’ndt‘ii I rld**. am ii b.-i \ or nj-st t/.ung wirbelfr^ 

Bewoguiig liit'hl tiudir durfh di<* 1J« w.-guuM des Korjmni 
boBthaiut; a» kiuiii fur das ii.-‘iriiwitidi}*k. jJ-iJoU jaiul ^ tioch euu 
Bprungweise Aenderung .1 an <l* r n '«<rgi w!irieWn sejj; 

(6j tf ’ 9 d 

Wenn daim ausm’nloHt ijorh 


an der niiertliicht! vttn A' l« n is{, sm d idun h die FtiBctioii 

<p idndi’utig liislimint, was tiiiiis wo m § ifti howidst. ^ 

Aufgaho auf eine l infarhen- /ano k/tifMhr*u. sot/r tnati 

(H) << r~ J 0 . %■. 

utid erhiilt fiir di« Fun«ti«n *• dn’ Ihtfi nnitiidjilriehmig 

(9) ./V 

N&ch (ti) und (3) mu** »!«‘r f »« dor Flarh** fl wtelig sein, tuii 
ans (7) ergielit tdch 


Die Aufgalio }#t «!«««» anf «li*» Atiffindaai 
eiuew ataiigen Fotoiitial* /:ur uckgofiilirt, dwtsaa 
nach der Normal** gonowmwm* At»loi!;«ng as 
der Oberfliicho g«*gt»b**ii 

Es inf hifir noch jsa b<?ttn*rkrii. «h«' 0 m« 

von dor Desbdl d«'r HarlMs tf, nkltl ab»*r vmt *b*r der Cart® il 
uaabhiingig tut, wabrorid dticb iw F,ndr«i»«ttli«l . nistiiioh in tte 
Function am*h dor F4arttt»*i i!»r jl woggidaUeti i*t, w®m 
diesd l.‘urv» «* fegogon wird, **»« ganis ini K«irpsr Jt 

oiler an de»«fi« Dbi^rdJkhe wIstMll, nnd ^ugWob nicht dit pm 
BtfgrenKUMf «ini« im Itinoreft d*** Korjairw g«leg»*iwa Ftfeteos 
BtUckM i«t, 

I A3. 

Einworthige 0«mch*ii»digkriiii|»«t#n tiale. 

Wir berUckrichtigen jaw iwr umh de» Fall disr «nw»nl%« 
QMchwiudigkettapoteiitiale, und Miimn idnon in di« FliimiW 




rt'Cirtliige Gcsch'windifi'keitBpoteiitiale. 
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tiUTCii Korper an, der in irgencl einer Bewegung 
)ie Aufgabe gestattot dann eine weitere Verein'^ 
bat nilrnlich nacli §. 150 (7) die Normalcompo- 
usdruck: 

\(nx) -f” 1 ^co 8 (m 2 /) -|- T'Fcos(w«^) 

)08(n^) — £fcos(wj/)j -f- ^[^eos(w2K) — a:cos(M^!)] 
-■1- li [x cos (ny) — y cos (n a;)], 

dcmnach 

(/', 4" F gj, -|" ^ f ji H" jP 94 + *9 9i 5 “H 9(1 
n, dass die Functionen g)i, cp.^ ... gj^ einzeln der 
hung 

d<pu — 0, k— 1, ‘2, 3, 4, 5, 6 

;ung im Unendlicben [§. 150 (5)| geniigen. Aus 

1 aber die Grenzbedingungcn ; 

cos (n x), — y cos (» z) — z cos (n y), 

cos (n y), — 0 cos (n x) — x cos (n z), 

cos (n z), — X cos (ny) — y cos (n x), 

Functionen (pu diesem Bedingungcni geraass be- 
geniigt gj alien Bedingungen, die an dioso Function 

onen q>k Bind spociolle Falle dor allgemeinon 
io Functionen (pu cntbalton aber nichts mchr, was 
loren Bewegungszustande des Korpers, d. h. von 
It ablmngt. 

:• sind durch die goometrisohe Natur der 
nzung do8 Korpers allein voUstandig be- 

t. 

jh auch leicht die AbhEngigkeit dieser Functionen 
des Ooordinatensystems ntlhor angeben. Fliliren 
Stelle des Ooordinatensyateins x, y, z ein anderes 
.winkeliges a/, y\ z' ein, indom vrir 

x' ~ a "f- UiX (i^y f^iZ, 

y' = b + biX -F b^y b^Zi 

s' r=; C -|- Cl X Cj !/ “j” Cj 4( 
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Neunzelinter Abschnitt. 


m 


setzen, worm die Coefficienten a^, a2 ^3 bekannten Rela- 
tionen flir die rechtwinkelige Coordioatentransforraation genligen, 
and a, h, c die Coordinaten des alten Anfangspunktes im neuen 
System bedeuten, so ergiebt sich, wenn die auf das neue System 
bezogenen Functionen mit bezeichnet werden: 

r=z'cos(n, x^) — aiCOs(^^;3;) -(- a2COs(ny) -)~ a3C08(n^), 

0 n 

und mit Benutzung der bekanuten Formeln ai = — AaCg ©ta: 

7) ff) 

= %J COS {n ^') — COS {n y^) 

= &cos(^^^') — ccos(n^') -j- ai[yco^{nz) — ^co%(ny)J 
^2 [<e'COs(^a;) — ircos(w^)] ~|- ai[xQOs(ny) — ycosinx)] 

und entsprechend die iibrigen Formeln. Diesen Bedingungen 
aber geniigen folgende Functionen: 

(p[ = (^1 -f" CC2 9^2 9^31 

(6) 92 = &1 9 l “f* ^2 9^2 H~ ^8 9 ^ 3 ^ 

9?3 ~ 9^1 -]r ^2 9^2 H" <^3 9 ^ 3 ? 

— J gjg — c 92 4 " 9P4 ^2 9 ^r> "h ^3 

( 6 ) (p'^ = cg)'i — a(P 3 + 9P4 4" &2 9 P:, 4 " h <P6i 

q)Q = a cp 2 — h (p'l 4™ Cl 9)4 4" ^2 9^6 *“1“ ^3 9^8* 

Wenn die drei Functionen 92 » 9^3 bestimmt sind, so Ist 

damit zugleich noch ein anderes Bewegungsproblem gelost, & 
ist namlich, wenn wir s als Functionen von n betrachten; 

co%{nx) = — , cos(«2/) = cos(«^) = — , 

und es ist also, wenn cc, |d, y Constanten sind, und wenn wir 

( 7 ) (p = a{x — ^1) + (2/ — 9P2) + y (^ — 903) 

setzen, iiberall in der Flussigkeit J cp i= 0^ an der Obertoohe 
des Korpers 0 g 5 / 0 n = 0 , im Unendlichen ist aber die Gre- 
schwindigkeit nicht mebr Null, sondern ihre Componenten habon 
die constanten Werthe a, y. Es ist also damit das Problem 
gelost, die Bewegung des Wassers zu bestimmen, wenn ein starrer 
Korper in einen unendlichen Strom getaucht und festgebalfeem 
wird. Dies Problem ist mathematisch mit dem elektrisobOB 
Problem identisch, dass ein nichtleitender Korper in einem 
stanten elektrischen Stromfelde liegt (Bd, I, §. 183 ). 




§. 164 . 


Kugol in (lor Fliiasigkeit. 
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§. 154 . 

Kugel in. cler Fliissigkeit. 


D ^ Bestimmung der Function en 9?,, liisst sich in einigen 
Fallen durchfiiliren. Wir nebmen zunachst den festen Kdrper 
als Kv el ani). 

B !eichnen wir mit r den Abstand eines variablen Punktes 
3 mit on Coordinaten x, y, z vom Kugelmittelpunkt, so dass 

= a;* -|- 2/^ H" 

ist) sc tallt dio Iticlrtung von 1 % mit dor Pichtnng von t zu- 
sammc mul es ist 


008 (« a;) — ® cos (« 2^) = ^ , cos (w g) = 5 - . 

E ist also 

y cos {ng) — g cos (n y) = 0, 

und d I'auH folgt, nach §. 153 (3), dass (p^, und ebenso 95 , 
Const! .ten sind, die gloich Null gesetzt werclen konnen. 

7j 1 Bostimmnng von gji habon wir, wenn c den Kugelradius 
bedom t, und der Winkol {r x) mit O’ bezeichnet wird, dm Be- 
dingui :en: 

(1) ^9)1 = 0, 

V^) = oos'd’, fiir y = c. 

or 

E ist aber bekanntlich 


also a oh 


und w nn wir daher 






') 3i«8 ist der von Dirichlet zuerst durohgeffthrte Fall: „Ueber 
die Be aguog eines feeten Kdrpera in einem inoompressiblen Mssigen 
Mediur Berichte der Berliner Akademie 1862, Diriohlet^s Werke, 
Bd. 2, m. 

EUi Parii^llei Differantialgldobungen, H. 


26 
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Neunzelinter Abschnitt. 


§. m 


— c'^x — c'^ cos -O’ 

(3) -■= —27-* 

setzen, so ist die Beclingung (1) erfullt. Wenn wir aber nach r 
differentiiren, indem wir O' constaut lassen, so ergiebt sich 

dg)i c'^ „ 

= — cos ■9’ = , 

(J ^ -^4 

und es ist also auch die Bedingung (2) fiir r = c erfullt. Ebenso 
findet man die Functionen gjji 93 - 

Hiernacli lasst sich leicht die kinetische Energie der be- 
wegten Fliissigkeit berechnen, Es ist namlich: 




x^do = 


— j 9^1 I7 <^0 = ^ j = 0 etc., 

und folglich ergiebt sich .nach §.151 fur die kinetische Energie 
der Fliissigkeit, wenn V die Geschwindigkeit des Kugelmittel- 
punktes bedeutet: 

21 = ^ VK 

Da wir die Dichtigkeit des Wassers gleich 1 genomi^en 
haben, so ist das Kugelvolumen zugleich die von der 

Kugel verdrangte Wassermasse und wir erhalten, wenn Wtr 
diese Masse mit m bezeichnen: 

2Ti — \m7\ 

oder, wenn w die Componenten der Geschwindigkeit dos 
Kugelmittelpunktes sind: 

(^) 2Ti = \ m {u^ w^). 

Urn die Stromung der Fliissigkeit an einer feststekendeft 
Kugel zu bestimmen, geben wir dem Strome die Geschwindigkeit 
1 in der x-Richtung, und setzen nach (3) und §. 163 (7): 


(5) ip = x—cp^=x(lJ^ 


cos -O' ( r 4“ 


Die Stromlinien verlau^en in den durch die ;r-Axe gelegten 
Meridianebenen, und Hegen auf gewissen Rotationsflachen. file 
werden also durch eine Relation zwischen r und ^ ausgedrfti^kk 
Es sind die Curven, die auf den Flachen qp = const. senkiiOBkl 


Ellipsoid in einer Fliissigkeit. 
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Liid man hat also, urn sie zu linden, die Difierential- 


dr 9 ?' (r) 

d%' “ cp' (^j 


1 — 


cotg ^ 


f 3 


I 

+ Tr'^ 


2 cotg '9’ c? -S’ 








d r 
r 


iren, deren Integral sich leicht durch Ausfiihrung von 
chen Quadraturen bestimmen lassi Man erhalt, wenn man 
2 4- 1 _ 8 r2 _ 1 

— c^r T 

mit k die Integrationsconstante bezeichnet; 


hr 

yS — (j! 


= sin*#. 


A; = 0 ist entweder sin# = 0 oder r — c, d. h. die 
Berthe von h entsprechende Stromlinio setzt sich zu- 
lus dem Kreise r=c und dem im Inneren der Fliissigkeit 
. Theile dor reellen Axe. Die Constante h kann keine 
Werthe orhalten, und je grosser h wird, urn so mehr 
ich die durch (6) dargestellten Linien den zur a: -Axe 
I Geraden rsin# = const. 


§. 156. 

Ellipsoid in einer Fliissigkeit. 


hnlich einfacher Weise lasst sich die Bestimmung der 
in fiir ein Ellipsoid durchfiihren i). 
konnen hierbei an die Resultate von Bd. I, §. 148 iiber 
ihe Induction in einem Ellipsoid ankniipfen, weil unser 
mit dem dort behandelten fast identisch ist. Wir be- 
e Gleichung des Ellipsoids auf seine Hauptaxen, und 
ie in dor Form an; 



2/® _l_ _ 1 



ibioh, CroUe’s Journal, Bd. 62, S. 103. 
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£fi . 

X 


f| 1 /.? ■ r ^ 1 

H n 

p ay ' 

#■ II 

f# 



f f 


cn 

p * 

f' It 


f'<P% , 


r^. 


r n 

p f ^ ' 

r « 

pa ' 


( 3 ) 


Es Bind nun, wmm j, ^ nti jiiiMrrrr riiiili mi, i 
tive Wurzel der cuhimdnni C#knr|iiiiig 


bedeatet, die filr die l*aakt*' iler OWflikb.- m Nall aiierpht, 


D 


geeetzt ist, 


(.^) 


yo +,:.)(' ■ ,‘)i' • ;.) 


!•- a,/ 

I 

% -* “ 'i s I 


t| g 

III* » i||l' 

«l M 

ii#» * Mifr 


ii 

) (e^ ^ Ml /I 


die Coniponsntfin dor Aipiitlitttig ^iil 

fiillt gadaohtaii Ellipwiicli?* iini 


m* 


( 6 ) 




f 


d» 

(a» -4 ifly 


ife* i jt»/r 


2 


f 

J it 


(r* f 0 tH 


schen V bcntials iiir einexi ausseren Punkt der “ 

glaichuiif ^ X — 0, und an den Oberfiachen der Bedingii*iS 

[Ihl. I, § IdS (8)1: 

(7) 2 (4 - ^o), 

und da f xli dio Function X aiisserdem im Unendlicheti 


wie dit5 - 

2 ^® Potenz der Entferrmng 

von 

lichen, sf 

ergiebt sicli nach (B) 


( 8 ) • 

X = ()Pi (4 — 

X,) 

und oboii 

) 



3^ — 9^2 (4 — 

Yo), 

( 8 ) 

X = 9 )g (4 — 


wodnrch 

io drei Functionen 9 ) 1 , cp^, 

9>8 b 


IWXv, ’.hton wir ferner die Function 


( 10 ) 


Yzrr: 


0 


y IS (b^ — 

i)(ir_|r's)(i,r+ s)’ 


HO orgieb aicli dutch Differentiation: 


ill) 


dIS 

'dZ 

dY 

dx ” 

^ dx 

0 -.T 

dx 


dZ 

dY 

dy ~~ 

^ dy - 

0 

dy 

dS _ 

dZ 

dY 

'de 

y d,- 

d0 


-r, 


und dara i dutch ahennalige Differentiation und Addition- 

•+- 2 (II - If), 

und diet) it 0, weil JY, JZ vorsohwinden und 
Xdx Ydy -j- Zdfi 

eiti vollati idiges Differential ist. 

Weit( foigt aher aus (11) 


d 

i 


= y 


dZ 

dn 


-l~ X 008 (ny) — rcos(«'^)- 
dn ' ' 
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Der 1> tzu» AuMlnu k nt fur •ii«- I'uiikt*- tiur UtMsrHicks g, 
nehuiifii. I*">S ***! .li'fr nat k f .»i i<it hikI »7i 

r ;/)V / /. 

l Y « , . t /, 3 

^ ^ • ,, (i i -I- 

f II y H * ' ¥* ' 

uiid folglif'li: 

'eS ,-5( « Y, 




( 12 ) 


/.Jthi . <•»)}. 


i^H .p&’c* 

Lift nun, wte aus 4«*m k«» i3»»j buiit <*i«xii««»heii in, 

die Funftkm S i«» rm’ndlulnui ot 4*'r Wrm«. vt<r«chwinil»t, «ig 
es von den FHnrticnio'n ^ »»r3ajijjs mar «mi sjihI «I«' l^wiingat^ 
bcfrii'digt. woiin wir 

O// £ Y llt<’ «■’) 

■ ' '■■*) » 4 I ’ •"*) ' 

uml d&mufi erg»‘lj«» «»*5i f , f , durrli cyklmi)» Vertautduti^ 


§■ 

Hi»|E in tpiner Fl«»*4gk«*»t. 

Wir lietHMshtea owdi «!ei» F«li, da^ 4er in die 
eiagetAncht# Korper dk Form »•»»•»« liitucr* liai, «l«‘r tittrck dit 
notation «nes Kr*i»»js um ein»* #®iio’ lVn}»h«n«* isn-ht «hB«idiiA 
in seiner Eb«ne plefew# Jts» wnrd*). 

Wir fUhnjti d»« CJuMirdlaal't'*# (t, m, » win, «lni wir im §.41 
Am ertten itandea bet»rbt«t h«t»i*n. I»#* rerhltrinknliife 
nfttftnsystem x, t bate die ftetaU«»nwiiw tnr e*Ase ttodii 
Aeqaatoreten® anr xf'Etenw. Wir inilwia mr mi% & ite 

ConsUnt# teawchnen and 4»i 4«rt fwbfiiiirbtw X 
nach M I, §. 44 (8); 


*) In iiwis«r VarbwiiBf im ^m%m ban »{* ti^ 

Hattsadorff (Vorwde imw Awlbtips. «. Vl|, dlwittlWAa 

tehandett. und dm dwr te lt**l wir dsrite 

«itt Heft voa Keyt* mt, der die*# Variweat s«li»»rl t»*»- te biwddiA 
darmf a«eb me aw 8i*waa#‘» TiwAlaM St***: 4» 

Potmbal WM Riii*»»* iHr. XXJV d#r AafJ*«« v»m Rlewstt!l*i 

Werkm), VwnwdM® laMi* w die Ifciwift *«» Kenwass.; .Umit 
der £Mkbnoittli> and Witfwetfrtlwdenjj is eie«iii' IW3« lifit 




liiug iu einer Fluseigkeit. 
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a? = r cos y = r sin 



1 -f- 2 9 cos (3 -j- ’ 

^ 2 & sin 03 

1 --|- 2 ^ cos to -)- ^2 ’ 

as Quadrat des Linienelementes ds^ erhalten wir nach 
14 (9) den Ausdruck 

, 4=r^{cl ^^dca^) , 

= (i-£r-9%2- 

irlialtcn jeden Punkt des Raumes, und, von den Punkten 
ogesclien, jeden nur einmal, wenn wir die drei Variabeln 
if die Intervalle beschriinken: 

— W g) < a:. 


1 constanten Wertb po von q entspricht eine Ringfiiiche, 
oinen Krois erzeugt wird, dessen Radius a und Mitt.el- 
;and c dutch die Gleichungen: 

‘ = [M. I, §.«(«)] 

sind. Den Punkten ausserhalb dieser RingHache 
das Intorvall 

Qo <Q < 1 - 

tV erthen 

p = 1, a> — 0 

gen entspricht der Nullpunkt, und den Werthen 

p = 1, <0 = ±3e 

Lich fernen Punkte. 

I die Umformung Bd. I, §. 44 (12) ist die Differential- 
z/q5 = 0 in die Gestalt gebracht: 

■■ 4. 4 4 fe == 0. 

p / \0logp*^ 0co2 / ' 0/9'* ^ 4 

lieser Differentialgleichung lassen sich partioulare Inte- 

der Form 


yj r q) = jSe^(”‘“ + "■’> 

denen 8 allein von p abhangt, und wenn wir vor- 
dass (p eine einwerthige und stetige Function des 



1,3 5' ■ 

iilfis' I 

ll’h 1 

-v.i!‘?l:i,f uf'li I 

Pi w i 

«'! fh- ; 

li ii I 


sull, w» rti i 

illid 

Hi 

:■ /:4. 

Fur S 




1'** (* , H 

vl ■ 

> 

m • 


ii 



Vm «hi-' 

ilir' 

1 hr..n 

V' .iF r 

rhuiiH auweri^ii^ii m 

; k^> 




‘U 

. ll^'t 

mriita su filial <1, 1 

. t.. 

4|r ^.1 

j^linL,u 


1 tm 

;i1s 




|i“ nn 

4 l3:-ir 

1 1#^ , < 



1 li 


w Ulld #; 

. » •'>' - if. 


S' V " 

aiifaiiUPU Ih'jHSKidi «ir4 4i< 

dtirt'li «I»* /' Fihh liMii 


.S ^ I* 


(10» .s 

f>il« r Hurch 

( 11 J S rr~ I 


m I 

«fl I 


I fl 


int«jcrirt 

Wir hnt.M»« «l*«r h»«T 4rii rail 4. t. m .(.-.tti xw« 

ajti4 V ^ll■'4 li Utii^ 

antkw F«r«***H «ipr 4«rci» fit® 4t«M Mfc. 

reiiti«!Rl«i<thMr»K int-t-jiriil w»r4, m-h thm Foniii* 


fiir 

lleil 

( 2 ) 
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lift del' Cofifficientcn. 

^veiidung der Formel: 

1 4- 2 n . \ 

4 ^ "/P-IV 

1 — 2 m \P -|- 1/ 

.cU viele ahnliche Formeln herleiten. 


§• 157. 

ng der CoefficienteTi. 

cldieit halber jetzt imr noch einen in 
cc symmetrischen Zustand betrachten, 
lie Schwierigkeit, die das Problem noch 
harvortritt. Dann haben -wir in den 
5 rapben m = 0 zu setzen, und wir er- 
iicht auf §, 19, (4)]; 

m 
2 
m 

~~ 2 

O, m 

O, 

>n sich, wGim man fiir Vr den Worth 
j Intogralo 



<P 


0, 2 1 ® 


0: 


I — 


in 




I 


> P-Function iiat nur einen Zweig, der 
10, §. 20), namlich die hyporgeometrische 


^ + 1. ^ 1. ^ - 9*.)' 



4(t» 


% r n ji i' h )! 1 »* v A “ ' li Si i ! 


I li 


alnn ilfii 2.1 I %>ni |,| 

siill , hO iJiiivHrii m iilid ^ 

Fur .■' (Ti-sf!.! .s.ii .iii.s, iui-s .7, .ii. 

'• ' ( 2v j ' ^ '*'■ 

Vm iht^ .JillkWiiriiir Tiirorir ,h r r^luu-tp^u am die% 
dnilin lllliweil«lf*|l ^l| k«i|i|P'!u maiu^u wir /viliarlr^l JII ttfitl n il 
uribt'^immle Il^ irarht^'i ni^n^ » 

nmii, m miu! 0 , L tlif* fiir 

reutiiil^bidiiliig, Iisid IIIIIII num ti 

fiillriiiieii Wilnmni %mi |i* iiii4 ’^i^.^g^uArn IVsii^mtu 

1 , lium i-44m irkrliii.ig4':ii imi 4 ^, 1 ^ 
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Wtr h«H»n ai»gr Wpf 4#ti Fall «i«-» % Tl s« «|pni tmm 
a»>nt«tipaare jclwnUwli wwd, a»*l m «|i |, alwi n»cfc % 

»ntl^ Fomen ii#r i*->Vunmnmn !i»4rt,. .ittrcli 
mitml|bjcbu»g iiiii-grirt srtrd, fff«i*|ii, mu k *fi«* F«>r»«l: 
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uiul clurch iioclinialiffc Aiiwonduiig der Formel: 
j\ 2 n 1 _|- 2 n 

/ A ’ j 


uud liieraus lasaen sicli noch viele ahiiliche Formeln herleiten. 


m 


m 


— 1 
— 1 


157. 

Beatimmung der Coefficienten. 


Wir wollen der Einfaclilieit halber jetzt nur noch einen in 
Bozug auf die llotatiousaxo Hynimetrischen Zustand betrachten 
weil bei dieaor Aimabmo dio Scliwierigkeit, die das Problem noch 
bietet, boreits hiiililnglich hervortritt. Dann liaben wir in den 
Formeln dos vorigen Paragraphen n =: 0 zu setzen, nnd wir er- 
halten aiis (11) [mit Buok8i(5ht auf §. 19, (4)]: 
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und auK §. 156 (8j orgeben sioh, wenn man fur Vr den Werth 
au8 §. 166 (2) oiiiHotzt, dio Intograle 
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)/ 1 f 2 p coa 0 ) ps p” P 


9 — 

[o, I , 0 
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Die hier vorkommende P-Function hat nur einen Zweig, der 
fiir p = 1 endlich bleibt (§, 10, §. 20), namlicU die hypergeometrische 
Roiho 


( 2 ) 


4 - 1 , I 1 , 


uie sicu iws'ii .iiirii tiiirrij am isiti>gral 


«lurHtelk!ii yisHl, 

Nelimi*ri wir /iir wnlrm-, X^r^niiCurlmn^^ un, ^ • 
Fiiiirliiiii fun lii rn rfmn i^iiiirii! werm^^ 

ruhendiT UitijL! .h-r j-Ai- pusdl. I. i* ^5r-.ui«ng’ 

winl, «<i erprlit sjrh, winii wii j«j? .j„ n.ii h /n lw«tinini«y 
CotiKtaiitmi IrtSifi'ichuen; * 


S' w • |i • 


'*■». I*’" h„ f»iti m tt. 


Ilii- li <«„ <.!«4 ntH4 um ,l,,r lS>>(fitigDng ga 

!fini«»'ii. ;ai <i<-r Of«.rJl.»r!»«» 


Dw IMiiiKMtig i;<i» s-.|. I, aril 4, r H tin t nendlli^ 

verichwiniten him"#, umngi rjiafli..- ii»lir,| 

V I ? 2 »•«■» w :. tj » A« «i!» m w - 

E* i«t ttatniirb Iiarb (2^ tii»4 jf|), | 

U r- V'r* 4 fc ^ 

I 1 I :,. pS 

f 1 'f 2 frii#« , 

mi felfikli 

4 I i — ’ipr.wM * v*' fC^ntimm. 

Em lit *fa*r iw I’twniliWwii ^ I, «<* ig 4 ^ 

$-K, — 1 fur p ^ l. 

»o ist R^m i* lJiwdteinf*M It. 

Kach |. ISS (|| alwr, wi’nii dm ••'"' i». <1# ws 0 
d$!sr. Hn grnifm mm^ut 


und nach §. IM (i) 


dm m ^ 

1 ■«*•■'• ^ ^ 
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H d Q 

dn — ^ ^ 2 ^ cos oi) 4“ 9^ 

FolgUcli ist 

dq) _ I -f 2 p cos 0 } + 8jP 

'd n 2 6 0 ^ 

and folglicli fiir q rrr* 

'd<P _ ^ 2 b JX^) 

[5) ^ ^ \ "-i-" ^ ^ H” 

Andercrscits crgiebt sich aus (4) durcli Differentiation: 

— — dcp 

y I j- ‘i () (ios 0 ) + 9 “ ^ = 

^ . d (>”* Km\ 

2«. »»»“((<' f o»«>)r-K.+(' + <'’+*»'“") -3^^> 

oder wonn wir die Ai>kurzung 

9"“^ ‘Km f (I + Q') ,[y 

d 5>"‘ K» 


rKm4 


iinfuhron; ^ 

— - 'd<f, -s^ (p 4-2 Omcoseoiainwca. 

(6) y 1 4- 2^ 008 0 + <?* ^ “"’t *‘4^ ^ 


[ 7 ) 


Setzen wir also fiir ^ = (?o 

^ ^ ■ = /(®)i 


y 1 4I' 2~9 cos 00 -f- 

03 

/(oj) =2 


W — 1 

■ j r« >( ffAffebene Oonstanten Bind. Aus (5) und 

worin dann die Am gegeoe«“ 

(K) ergiebt sich biernaob 

weni. r.md e. P = p* e"”””™” 

Ea iat aber -v 

ain <■«), 4- !"> *0 4* 

2 008 » am ♦» 0 ) = 4 / ' 
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worin, wt'Jiii tlj»' »'•« w I *** " * ij*'H‘>rom6a wk. 

ili'tl Will, »«0 M i'4. 5 t !->UfS lit!-, (h) (1m fcl. 

Kf'iuii* Syttfin v«»t» (i!< M hsmji* i> 
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■ V. 

. 11, /*. 
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0, Vi 

< *>.i\ 


and allg^mn'in 

(lOj 


1 » 5 


1 v«» 


km «U«*w*n (*lei«-tiatip»*u ntaii rSsa u,, «<>, ^ 

eesMve lnwrliwB , ««•«»» «j Is’kata.l I'tt, /nt vitlktaadipa B«. 

stimmuRg «l»f Cwfliwiilpn , »». ««i ■ • «l«!r «lfe (M* 

Rhungi^u (9J iiicht »«». 4«^,« liiM-}) ri«»* {Wfiiiipsg ^ 

diwe karrn in nicJbt^ andwrwm «l« m «lwr Fnnitrtii^ibr 

Coatfergani! 4«r Udbr- m li* uamlirh i|i« f* A, mit % 
eatilieh wa*-hi«s»«i«'iij m »<» s»ntj«)».i» ikii ^it 

einer pwiwiifn NwU Mtul da wn^jB®. 

tUjsfttDgffii mr }fcislij«wi«»g «lt"r F«tii.'i}..ss f. aijRr»<8i-b!»«d waiii 

kaan di«w> FanF’fttag ti«r «iif *<»*•* Wri»«' mi* »!«*» 

(9) TfreinFsr mm. 

W«iJ« wir di# f»r«k«i} jr» »i«4 *1^ Fal!e 4« % 

in di*r Vim.** . 4».»* wir. n«» *, jm ••rhaltett, « (li 

a, 0 wston. 

Qij ^ ■‘'iVi' -di ■’ * Jf* /*,. 

adf "" '+ 

and u» y,, m »ri»lt«i. A, «, .,1* " n. . ibii; 

0 j--? f, i /», . 
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S, 157. 

4 

so wird der allgemeine Ausdruck von a„ 


die OJn, J/n sind axis (11) und (12) vollstandig bestimmt, und es 
ergiebt sicb, da Lim an = 0 sein muss : 


(13) 





n=:co yn 


1) Dio Bestimmung der Coefficienten an ist zuerst klargestellt von 
Hicks „On Toroidal Functions^, Philosopkical Transactions, 1881 , p. 644. 
In der Theorio der Bewegung z^weier Kugeln in einer Fliissigkeit tritt die- 
selbe Sohwierigkeit auf. Dieses Problem ist eingebend bebandelt von 
(1 Neumann (Hydrodynamische Untersuchungen, Leipzig 1883). 



i. !&»<. 

K i !U> tlwr h«* I. 

Ini vor}»erg»*l»rtMU*i» AHiulunll wjr mi»* mil gj. 

sitBamnng «ii*« («*wiiwm«hMki'iis}n»ir-it{5ji|ii, »!»« 4rr KrniMni 
dur Ik*w«Kii«g »li*r ii, »nji«’r 4r>r V«if 8 u*«Rt 3 «iBg 

wthafUgt^. das* i’i« »larr«*r K<»rjH-r Form. {# & 

Bi«g«tai}cl»t wnl 4»rtn m f jn«*r g«gi«b«iiiin B«. 
we gang Hcgrifl«*» int 

Die K«'rieganf »le* C»wic}iwif»i|»git«'H#j»*»i»>i»tiaU, diu wjy |t 
§. IS3 kwnnen gelemt hal*«»«. n'nimglirbt «b«»r, d» 
Attfgal-H% nimtlich «lip Itwilunmniig 4*»r H»-'wrg»iftg 4»?«( Kwjpsa 
d«r aiiter «l»i» g#g*4»Bn«f Krifle, astif* 

biagig ton d«r ef*l«*n, m Awgriff *« IbM IM 

hiontt btelet ttfiit iimttiliott'w'h*' iVttini*, iIm dbt |e. 

wegBBg^kipbangeB Wr irg«ot| <o« S|*l«»ni pMK, 

wena die Aa^iriek*' 4er j»irtl**ntip|l»«n tti»4 4«*r kmttne'lM* 
darch die ilie d«i %«*•»«« li**«i»«itw«}cii»n Vai^Wti (fit 
CtM)rdin»l(»n di* %*tewii) IwkAfjwi «n«i, 

Ehe wif »brr mr Forwaiimng dm W^ 

cipe* fbr liiftien Fad! wolion wir den Amadn^ te 

lebendigeo Kmik dt« tuner idngebendwM a«te* 

werfen. 

Wif bettmebten »«n**brt den Fall , ein iianw Kip 
ia do® aotadlicli aap«^#k»t# eiogdaiiciit te, wi 
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betracliten in der Flussigkeit nur wirbelfreie Bewegung unci 
eindeutige Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir 'walilen ein Coordinatensystem x, y, 0 , das wir uns in 
fester Verbindung mit dem Kbrper denken, und das dutch die 
geometrische oder mechanische Beschaft'enheit des Korpers defi- 
nirt ist, z. B. nehmen wir, wenn die Korperoberflacbe die Sym- 
metrievorbiiltnisse eines Ellipsoides hat, den Mittelpunkt zum 
Coordinatenanfangspunkt, die Hauptaxen zu Coordinatenaxen. 
In anderen Fallen kdnnen wir etwa den Schwerpunkt zum 
Anfangspunkt und die Haupttragheitsaxen zu Coordinatenaxen 
wilhlen. 

Es nidgen tc, y, to die Componenten der Geschwindigkeit des 
Anfangspunktes, jp, g, r die Componenten der Rotationsgeschwindig- 
keit des librpers fiir die Axen x, y, 0 bedeuten. 

Sind X, y, 0 die Coordinaten eines Massenelementes dm des 
Korpers, so sind nach Band I, §, 82 (2) 

( — ry -j- (j[ 0 )dt, ( — p 0 rx) dt, ( — (lx-\-py)dt 

die Componenten der relativen Verschiebung von dm im Zeit- 
elemcnt dt in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt in seiner 
augenblicklichen Lago (zur Zeit t), und folglich sind 

(Ij u — -f- ^■6’) V — p 0 rx, w — 

die Componenten der Geschwindigkeit von dm. Danach erhalten 
wir fur die kinetische Energie des Korpers den Ausdruck 

(2j 1 I [(« — ry-\- (i 0 y-\-{v — p 0 -\-rxy^-\-(w — ^x~]-py)^]dm. 

1. Die kinetische Energie des Korpers ist also eine 
homogeno Function zweiten Grades von den 
sechs Grdssen 

M, y, w, p, g, r, 

deren Cooffioienten durch die Gestalt undMassen- 
vertheilung des Korpers bestimmt sind. 

Es ist au8 der Mechanik bekannt, dass man diesen Ausdruck 
durch passende Wahl des Anfangspunktes und der Axenrichtung 
sehr vereinfachen kann. Er lasst sich namlich, wenn man den 
Schwerpunkt zum Anfangspunkt und die Haupttragheitsaxen zu 
Coordinatenaxen macht, auf die Form 

I -f- “H “h -^2^’ -*(- JSgs* 4" 


I 








A ^ 



hnwnu mmu J/^lir isrHriiiiiiilin.i vm* iin®i Civi- 
lian jilt ni hupI. W ir inarhs^j iiin'T laur 

Venni4ai4iunii: k«iip‘n 

Sadi ^ Ud ^ in 

bs^ielngrii i*iuikl j% f, Fln^v4i,^t'k*ni 4rn AuHiimek 


iif| j 


‘ft 


II <1 , 








worin ili«* Ftiuriknn^n fj. vmi^ 4*^ dir Oit* 

lliirhi* dr^ K*.»rp^*ri% iildniiig«sni, iii*rr fis-iii's-li rr^l 4 
vim {Kirliellrii Idtfcrri4..i;i!glrir’lii,iiigrn wiTilmi. 

Flttiiig. 

k<’!t«mai»«w i*it «»<*!» ?.. 1 ’* i >li 


(: 5 ) 
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' ’* i 

a i», 

f r -i 


mill i«t also «*l«i*i»>«ills nun Fttuctki 

zwi'jti'n (iriulei *«»>i 

«. *’, «'. f». i. r 

Hieriii i^t f «li«* Ili< }ilink«*it «l*'r HMn«}{k«»it, da **iB Obfflt 
flSch«*neleinenl iIp* Ki*r}«»r» unJ n ilii* »» 4as» tutit<rii tht Fltoi|i 
keit poniltip grr«rhii»’l<‘ 

Ili<«mu8 4i«> kjjH'ii«rJi«» F.ti«rfte ffa 

ga«K*8, atti K«rpi?r «n4 Flis*iM««k»il Jdwaiamonsi'wt^ten Sj^»» 
elienfailg eia* boiaofcwttii Fw»rli«*ij mt-ilmn t.iradw 
Vamlil«»n in 1. wt. W»r wKisin. *ir «ut VcrvinlMkaiai ^ 

HchreibweiM 

darch 


bnisekbaen: 

( 4 ) 




|4 % r 

Xn 

4 i 
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It 


Ibrer IWiiatoois nacb i*l <|«a4r»t4w'b*» FanetloB 
and w« ka«B nar wmbwimkii , wrnii fli<» Var»«b|«H jej Aw- 
gleich TCri*!bwiftdt‘n. 

IM« Ibkffidtottn e,t, — * mtid t'tmulawtiBft , di# »w «! 

dnr Beachalfenhett «l«ai KtkfM'W and t«a dw 

k«ifc If d«r nSwiifkwt abbiwf**#, llir« tjir*«»f**ii«rhii BwnAwi 
wiirda die iCe«iitBi*i dnr Fanciiwawo *lw dt» lati^jpEiA* 
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gewisser partieller Dilfereutialgleichungen erfordern. Man. kann 
sich diese Constaiiten aber auch experimentell bestimmt denken, 
etwa wie die Masse und die Tragheitsmomente des Korpers. 


§. 150. 

Vereinfachung des Ausdruoks fiir die kinetisebe Energie 

bei Symmotrie. 

Dio Coefli cion ten du in dem Ausdruck fur 2 T haben eine 
einfacbe mechaniache Bedeutung, durcb die sie sehr anscliaulicb 
worden. Ke ist namlich Jcit-aj/die kinetisebe Energie des Systems, 
die einer Bewegung entspriebt, bei der alle Variablen iCi, x^... 
rait Ausnabmo von a;,- vorsebwinden. Demnach kdnnen wir z. B. 
Cii als die gosa in mte Masse betrachten, die bei einer Parallel- 
verscbicbnng in der Riebtung der a;- Axe in Bewegung gesetzt 
wird. Ebenso ist Cu das Gosammttragheitsmoment, das 
einer Drehung urn die a: -Axe entspriebt mit Beriicksiebtigung 
der bei der Drehung initgerissenen Fliissiglceitsmasse. 

Setzon wir alio x, mit Ausnahme von zweien, Xi, x^ gleich 
Null, so orbiilt T don Ausdruck 

( 1 ) lik ~|“ CikX{X]c ~|~ \Ckk^k% 

und 08 ist also 

2Ctk — Tik — l\k 

dor Untoracliiod zwischen den Worthen der kinetisohen Energie, 
wie er den beiden Annabmen — 

Xi = -\~l, iCfc = 4- 1 ^ 

a:,- == -j- 1 , Xk ~ — 1 £r , ■ 

entspriebt. Ist z. B. X{ — u, Xk = p, so ist die ersTe^lieser 
Bowogungou eine Rechtsscliraubung, die zweite einb Liiiks- 
schraubung. ' 

Man kann allgemein den Ausdruck fiir 2 T durcb passende 
Wabl des Coordinatensystems auf eine einfacbero Form ^ingen, 
und zwar kann man, da in dem rechtwinkligen Coor^naEen- 
system der AnfangHpunkt und drei Winkel verfugbar sM, die 
21 Constanten dk auf 15 reduciren. ~ 

Wenn man zunachst bloss die Axenriebtungen bndert, so 
transformiren sich die Gesohwindigkeiten w, v, w durcb dieselben 

Uierofttin - Wobar, PartlollQ Dlfforeiitialglftiohimgen. II. 27 
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Formeln , wie die Coordinaten selbst. Wahlt man daW 
Coordinatenaxen die Hauptaxen des Ellipsoides 

(2) Cn -|- ^23 ”1" -f- 2 ^23 ^ ^31 ^X 2 Ci2 ocy = L 

ii 

so verschwinden in dem auf diese Axen bezogenen Ausdraok fiir 
2 T die Coefficienten C23, C31, C12- f. 

Halt man diese Axenrichtungen fest, wahlt aber einen Punl^ 
dessen Coordinaten a, 6, c sind, zum nenen Anfangspunkt, so | 
halt man nach §. 158 (1), wenn die Greschwindigkeitscomponente 
dieses neuen Anfangspunktes mit v\ w' bezeichnet warden: 

% 

^ — %{1 rh — 

( 3 ) • 4 - pc — ra, 

w — w' qa — 

In dem umgeformten Ausdruck fiir 2 T kommen also dfe 
Glieder mit v* w* nicht vor, und man erMlt di*? 

Glieder 

2u'q (Ca5 — Cn c) + 2 u' r (cje + Cu J) 

2 v' T — Cj2 a) -|- 2v' p (C24 C22 

4- 2 w'p (Csi — c ,3 i) -f 2 *y' g (cj,-, -j- a). 

Man kann nun die a, &, c so bestimmen, dass 

^26 ^^22^ — ^35 H~ <^83 j 

^34 ^33 ^ = ^16 *4“ ^11 

Ci5 CiiC = C24 4 ^22 ^ ^ 

wird, nnd zwar ist diese Bestimmung, weil c^, C22, Cga weseoffid i 
positiv sind, nnter alien, Ilmstanden eindeutig» I 

- Man kann also den Anfangspunkt des CoordinateaafStew i 
S so b^timmen, dass j 

' ^26 = ^^ 35 ? ^34 = <^ 16 ? ^16 = ^24 | 

^ X Sfenh wir daher der besseren Uebersicbt wegen die j 

^ntmg“^de?^ Coefficienten andern, so konnen wir die ] 

^-K^ft^e^wSystems dnrcb den Ausdruck darstellen: 

4 4 ^^2 _|_ 2 a' jou 4 'iV qv 4 rw S 

^ v: 2ru{qw 4 4 2/3(rt^ 4 4 2^1 1 

I ^ Ap^ 4 Bq^ + ( 7 r 2 4 2 4 2 J 9 'rp 4 2 | 

“ Coordinatenanfangspunkt ist bierbei untei^ 

^anden^ ein in Bezug auf die Gestalt des Korpers 1 

bestimmter Bunkt, den wir das Bewegungsljentrun?- 1 
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§. 151). Die kiuutisohe Energie. 

wollcn. Die Axeiiriclitungen, die die Ilauptaxen der Bewegung 
heissen mcigen, siud im Allgeraeinen eBenfalls vollatandig be- 
stimmt; wcnn aber die Flaclie (2) eine Rotationsflache ist, so 
ist nur eine der Axon bestimmt, und wenn diese Flache eine 
Kugel ist, so kdnnen irgond drei auf einander rechtwinklige 
Axen als Hauptaxen bezeichnet werden i). 

Wenn eine Symmetrieebene vorhanden ist, d. b. eine Ebene, 
fiir die niclit nur die Figur, sondern auch die Massenvertheilung 
des Kbrpers syminctriscli ist, so muss das Centrum jedenfalls 
auf dieser Ebene liegen, weil sonst der Spiegelpunkt des Cen- 
trums ebenfalis Cevitrum sein musste, wabrend docb nur ein 
Centrum vorhanden sein kann. Aus dem gleicben Grunde muss 
eine der Hauptaxen dor Bewegung auf der Symmetrieebene senk- 
rocbt stehen. 

Fiir diesen Fall treten noch weitere Vereinfaohungen in dem 
Ausdruck fur 2 T ein. Nehmen wir die Symmetrieebene zur 
aiy-Ebone, so wird, wenn wir w, g, v, r gleiob Null setzen und 
nur M und p von Null verschieden annebmen, die Vorzeiohen- 
anderung von p nicbts Undem kdnnen, weil dadurcb nur die 
gauze Bewegung in eine spiegelbildlicb gleiche umgewandelt 
wird, und folglicli muss dor Coefficient von up verschwinden. 
Aus domselbon Grunde verscbwinden die Coefficienten von 

up, vp, uq, vq, pr, qr, wu, wv, wr, 
und es bleibt fiir 2 T der Ausdruck 

(6) 2T = au^ 4- 6v* -I- cw^ + 2a(qw -t- rv) -f- 2 ^(ru-\~pw) 
+ Ap<^ -f JBq^ + Cra + 2 C'pq. 

Ist eine zweite Symmetrieebene vorhanden, die auf der ersten 
senkrecht steht, so nehmen wir ihre Schnittlinie, auf der das 
Centrum Hegon muss, und in die eine der Hauptaxen fallt, zur 
js-Axb. Es muss dann die Form (6) erhalten bleiben, wenn 
wir a; Oder 2/ mit js vertauschen, und folglich wird 

(6) 2 T = AM* -f- -f- CM)** -J- 2y(pv -f- qu') 

-|- J.jps “f- Sq^ 4" 

und wenn drei auf einander rechtwinkligo Symmetrieebenen vor- 
handen sind, wie etwa hei einem Ellipsoid, so erhalten wir 

•) Bine wadere Nomalform des Ausdruokes fflr die lebendige Kraft, 
die far die BUdung dar aligememen Megyalgleiohungen geeignet ist, hat 
Minkowski gsgeben (Sitenngsberitdite dor Berliner Akademie 1888). 

27* 
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(7) 2 T — au^ + bv^ cw^ -j- -j- GrK 

Kehren wir zu dem Falle (6) zuriick und nehm^n 
die beiden Symmetrieebenen gleichartig sind, so dass der R5rp.; [ 

durcb eine Drehung um die ^-Axe urn 90o mit sicb selbst [ 

Deckung kommt, wie etwa bei einem Rotationskdrper oie 
bei einer quadratischen Pyramide, so muss der Ausi:uck lli 
dasselbe ergeben fiir die beiden Annalimen 

w = 0^ r = 0, li — 0^ q = 0, p = 1, = 1, 

= 0, r = 0, V = 0, p = 0, g = — 1, =; b 

tmd daraus folgt 

a = A = B^ y = — y = 0, 

also 

(8) 2 T = a{u^ -j- v^) -f- + 2^) + Or\ 

und diese Form bleibt auch bestehen, wenn die Symtaetm m 
beschaffen ist, wie etwa bei einer regular secbsseitigen 
Hat der Korper die Gestalt einer Kugel, so ist nach 
die lebendige Kraft der bewegten Fliissigkeit fiir sich 

wenn m die von der Kugel verdrangte Wassermasse bedwte, 
Es ist also in diesem Falle 


( 9 ) 


2T — \m (u 2 _j^ -ya _j_ ^2) 2 T\ 


wenn T die lebendige Kraft der bewegten Kugel ist 
Ausdruck bleibt auch dann giiltig, wenn die Massenvertilt^^ 
im Inneren der Kugel nicht homogen ist. Her Ausdruok F^ 
dann nach den Regeln der Mechanik starrer Massen m 
rechnen. Wenn die Kugel homogen ist, die Masse Jfef. und ^ 
Radius c hat, so bat 2T' den Ausdruck 

(JLO) 2 T* = ]\I(u'^ -j- -4“ (^{p^ -"I- 0^ “4“ 

w:enn 

2Ay , 

das Tragheitsmoment der Kugel in Bezug auf eine dujjc^ ft* 
Mittelpunkt gehende Axe ist. 

Die kinetische Energie wird also duuilt ^ 
Einfluss des Wassers so modifioirt, als eft A 
Halfte der verdrangten Wassermasse obui 
si tion mit der Geschwindigkeit des Kugellwil^ 
punktes f6rtgefuhrt wtirde. ' ' * - 




i" 


ft; 


my 


m: 



g. KiO. 


Veralljremeineniu^r. 


§. 160. 

Vorallffemeinerung. 

Wir bctraclitGn jotat nocli einen ctwas allgemeineren Fall; 
Wir wollen aimehmen. os seicn in die Flussigkeit eine beliebige 
Zabl starrer Korpcr eingctaucht, die aiich nochi in ihrer Beweg- 
lichkeit durch irgend welche Bedingungen bescbrankt sein 
kdnnen. Die Lage dieses Kdrpersystems denken wir uns be- 
stimmt durch oino endliche Anzahl von einander unabbangiger 
Variablon 

di) 'ia. 28, • • • 

Wonn (lio Korper in Bewegung sind, so sind die Variablen 
([i Function en der Zeit deren Dilierentialquotienten dqu'di 
wir mit 

(^) si,--- 

bezeiclinon. 

llm eine solcbe Bewegung analytiscb darzustellen, nehmen 
wir ein im Itaumo festes Ooordinatensystem x,y, m, das wir mit 
,S' bozciohnen wollen, und ausserdem in jedem oinzelnen der 
Korper . ein mit diesem fest verbundenes und also 

mit ihm bewegliches Goordinatensystom tfi, ffj, . . . Ist p ein 
1‘unkt doB eraton Kdrpors Ki , dessen Ooordinaten in Bezug auf 
tfi mit 7j, £ bezoichnet warden, so sind die Ooordinaten von p 
im System S ausgedriickt durch Gleicbungen von Mgender 
Form: 

X = a 4' S “f ■ «3 4" S 

C-l) 

g 5= c -j- Cj 5 -j- 7) 4" S 

Darin sind die Cocfficienten «, die den Bedingungen 

fiir die rechtwinklige Ooordinaten transformation geniigen, Func- 
tionon der (p und die p, g sind von der Zeit unabbangig; sie 
dionen nur dazu, die einzelnen Punkte des ersten Kbrpers von 
einander zu untorscheiden. Die Gescbwindigkeitsoomporienten 
ties Punktes p erhalten wir aus (3) durch Differentiation nach 
der Zeit, z. B. 

dx dx , , dx , . 

37 = ^ + 0 % «» + ■ ■ ■’ 
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iiii«i tiirse- ^uni ;:i1hu Iuif?ar#* i'aiitiSMii^^n 4^-r i], if pi 

lirli isl iuh“b tlu‘ A dn * 

ir^t*iHl H!»rrf!.;ii |irii|«<!!il! Fnijriion f ' 

Wir wtz»‘!i ^ 

(4) A 'i a ' A 5 >/ _ • A . 'j* , < . ., ; 

i 

worini dio (’m Ouh ut«‘!i A',. A,. A,.. . . I um-ti.timi ,ig|. jj^ j 
und aassiTdejii !»«« h v».i» «i*«u n. durrh ditdk^B • 

mdnpii ()i»t*r!ljirjMm|iiiiikt»T v<»is rii!aij>i«'r «iit«T«j<'}urdi!n wsnJsa, ' 
Weiiu wir nan dat* «*r>»<'hwi»«i*i.'k<‘ii«>|«t!.-iitij»! ^ 4*r Fltoi» ’'■ 
kc*it hi‘iitiitifij«’ii wtilli'ii, tst k<»sj|i»'!i «i»i wS/*'!* I 

(5j • i,V, ’ •1,‘Ci ; •■ : 

mid h.'dM*ii di>* Fnin'twjjfu f, .l»>n iF'dmytittgtnj tn ■intomcritt i 


’wotiuifii, wean ni»rh tin* H«>dt»ij?ttjjg fiir ilag 

lii'he liitwngenomwH’B wird , dn* Faiirii,j8«ii ibA 

siwar ttnabbingig ton «ii*B Imiiwiai »ji,d. 

Hinmus wg iidii ; 

I)i»? kinnlisrhitt Fi»it*rg!«’ d«’* SystitiHg |$| gjjj i 

h<iBiogi>a» Faaflion Iira4*'« d«f ViHg. 1 

blan fj: I 

S r rn I 

Codffieinni^jti Fa 4*«r VarUblei | 

^1. V*. f». . . . *«««l ; 

t. lit, 

iJat Ar<’hite«4t*r li** Friiirip. ' 

_ Wir nabMn jrt*t nn, *i*« in J»iri.Mi |•ankl«. t\m HattMi ; 
ant do mm dw ii»te*' |»f»*j»«jfikiw«la Kraft »Mi, ' 

d«r«R tow^afews , h^mm*u ml do* MaataiiaiiiWl X, f , I ' , 
»t4*Uge Fttuetiawat i>rt«i mt^u Kraft (Kill m ? 

Potential /' 4 k e% «4I - 



1()1. ArchimediBche Princip. ^23 

sein. Dcr llaum ist nun von oiner Fliiasigkeit mit der con- 
staiiteii l)i(',hto p(, crtiillt, in die beliebige starre Korper ein- 
getaucbt sind, in dontni die Dichtigkeit p nicbt constant zu sein 
l)raucht. Jodern Massonolement dm des so definirten Feldes er- 
tlieilen wir cine unendlicli kleine virtuelle Verriickung mit 
den Componenten Sx, dy, 60. Die Bedingungen des Systems 
besteben aber fiir einon Punkt der Fliissigkeit nur in der In- 
compressibilitat, d. h, in der Gleiclmng 


und fiir die Punkto der Korpor in der Starrheit, verbunden mit 
den sonstigen Bedingungsgloichungen, denen die Korper noch 
untorworfen sein radgen. 

Ausserdera sollon die Wassertheilcben, die einer Kbrperober- 
fliicbe anliegen, nicht von ihr getrennt werden, Bezeichnen wir 
also mit dn, und die Normalcompbnenten der Verschiebung 
eirioH Kiirporpunktos und des anliegenden Wassertbeilchens, 
so ist 

(3) Sn, = dnj. 

Endlich soUen die Verschiebungen 8x, Sy, 80 in unend- 
licher Entfernung Ji, wo wir die Kraftoomponenten X, T, Z 
endlich annehmen, stftrker als l/iS® verschvrinden. Die bei 
diesom Verschiebungssystem von den wirkenden Kraften geleistete 
Arbeit ist 

( 4 ) d 17 ~ I {X8x -f Y8y + ZS0)dm, 

worin die Integration Uber den ganzen unendlichen Raum, Fliissig- 
keit und feste Korper, auszudehnen ist. 

Die Summo 8 U zerfallt in zwei Thoile, 

(5) dl7=dl7, -fdl/,, 

von denen sich der erste auf die starren Kdrper bezieht, und wenn 
d nti ein Massenelement dieser Korper bedeutet, den Ausdruck hat; 


( 6 ) SU, 


8y + 


d mi 


8Pdmi. 


Wenn wir also eine Function 


PdMi 


0 ) 


Zwanzigster Absclinitt. 


§. 161 . 


einfiihren, worin die Integration nacli dm-^ iiber die sammtliohen 
Massenelemente cler starren Korper erstreckt ist, so konnen wir 
d TJi als die Variation dieser Function betrachten , die durch 
die Verschiebung der Korper hervorgebracbt wird. 

Der zweite Theil 8 von 8 TJ bezieht sich auf die Fliissig- 
keitselemente dm^ und hat den Ausdruck 

( 8 ) = + 

Oder wenn wir init dt^ ein Volumenelement bezeiclinen und 
dm^ = setzen; 

Diesen Ausdruck formen wir nach dem Gauss’ schen Theo- 
rem um, und erhalten, indem wir wegen (2) 

BP. , 0P. , BP. dF8x , dF8y , dP8$ 

8¥ ** + 8^ ■*» + 87 = ^8i- + 8r + 

setzen, mit Eiicksicht auf (3) 

(10) 8 U 2 ^ — 9o j F8n^do = — 90 | 

ausgedehnt iiber alle Elemente do der Korperoberflachen, weun 
dni und 8n<^ in die Fliissigkeit hinein positiv gereohnet sind* 
Dieses Flachenintegral (10) konnen wir aber auoh wied^ 
nach demselben Gauss ’schen Satze umformen in ein Raum- 
integral iiber das Volumen der Korper. Es ist namlich^ wann 
dx^ ein Volumenelement eines der Korper ist, 


Pdn, do = 


dP8x , dF8y , dF8;sf\j 

-^ + - ay + --'87" 


und da nun auch fiir die Verschiebung eines starren K6rp^^ 
bei dem ja auch das Volumen eines jeden Elementes ungetodi^t 
bleibt, 

ist (es ist sogar d8xldx^ d8j^ jd^ einzeln = 0), so folgt 

aus (10) und (11): 


d t/s = - J + rd2/ + 

Denken wir uns den Raum der starren Korper vott 


§. 161 . 


Das Ai'chimedisolie Princip. 


Materie mit der constanten Diclite 90 erfiillt und setzen 
= so ist also 

An _ f . , 0P . \ , 


SU,^-\(ll dx + ^Sy 

J \ax ^ dy 


d 0 ] dwin 


d Fdwhn, 


Wenn wir also 


= I P(cZmi — cimo) 


setzen, so ist die Arbeit der gegebenen Krafte gleich der Varia- 
tion dieser Function TJ. 

Die Arbeit, die bei irgend einer virtuellen Ver- 
scbiebung des ganzen Systems gegen die wir- 
kenden Krafte geleistet werden muss, ist also 
dieselbe, als ob die Verscbiebung der starren 
Korper im leeren Raume vor sicb ginge, und 
gleichzeitig jedes Massenelement dm-^ eines der 
starren Korper urn die Masse dm^ des verdrangten 
Wassers vermindert wiirde. 

Man sieht, dass in dem Falle, wo die wirkende Kraft die 
Schwerkraft ist, dieser Satz mit dem Archimediscben Princip 
vom hydrostatischen Auftrieb ubereinstimmf. Denkt man sich 
die Lage der Korper wie im vorigen Paragrapben durcb die un- 
abhangigen Variablen . . . dargestellt, so wird auch die 

Function JJ eine Function dieser Variablen sein. 

Eine virtuelle Verscbiebung des Systems der Korper wird 
ausgedriickt durcb ein System von Variationen dqi^ dq2, Sq^^ » , . 
dieser Variablen, und so wird 

(15) S U — Qi dq^ Q 2 ^0.2 "f' Qs + • * *5 

worin die Coefficienten ^2, •• • Variablen 

22^ Sa • • • abbangen, namlich 

^ dU ' dU dU 


^ 0 


0 


Jedes Glied dieser Summe hat seine besondere Bedeutung: 
es ist namlich Qi d die Arbeit der gegebenen Krafte bei der 
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Vtjraiit!«^ruii^ viiti lu ruil iiri%*’r4ii4*^rt4-^fii 

UX'hI aluiHfhl^ ii|H|riiti|!i|4 !i:il^r*!\ 4l^‘ ul«ri;|«-U ^ thriller. 


V a r HI i I a li 4 r r I’ I n 1 L »■• i t !« w 


14 n li g. 


1)11% Hafidlt^uriirla*' Tiih** If hf*'!*'! m\% siun 4i«'? MiiM, uta 
die I)it}ep'iil}idgl«dr||iii^^*i^ii dr-r ! r’liir^-^. K«ir|Hsrijsteffii 

ill €*hier Flikmgktil milter flr-m Kriifta 

Eti^tallesi, IHem* Aii»eipliiiig 11 iniiul? Frindp i|| 

%wvT%i vrm T!n«tiif%«iii \i!p| 'l^nm ^r-%n.irh\ '^'■iv ihI nlurrli Kiroh- 
liafHi waiier^efiilirl «ii4 liiii mur- }pTM!litii,^iiiii,l diirrh 
HI a nil "i g«dini«iea» iip.'li iiiifh suit Ik^rilrksiehtip^g 

malirwertliiiier ^ irf** ir« iiidli^kr^i|,^jp4t^iif4a.li^ tmi iiiidirfacli 
liiiiiHefitbri iCaiiiiirii* Iml V, SmnmmnuU 4ir^ Aiiwiiri4ati| 4^ 
IliimiliciiriHdii?ii lYiiw'ifw l3N.-.grtiii4r-t Im»« kl$ir«* Kiisiehl b 
die Iferarliligiiai 4ie»#r Aiima^nlni^g erfard^'ii itine tlw^ 
gafaeiiclare Hutmmkdmm^ wip wir kirt im Aiwc!i!ii.$i 4j| 
BeIrMdiliiiigeii ifn 114. I, rjj g^lmm '«44l«ii. 

Wir iielitiiini, m deti Iwndeii Ir-ittr'ii Ftragraphtt^ ta 
bidiifbigei Syilt^i 11 tuft iii irgtiid mm 

ItewagiEiai ^frifftfi nil. Ilmiifi »ir.* 4t%m im jt«4i Ij^i 

urid j^#» Cii«ii«iiiiisiikeii*.#:ti€taiiii 4^% i mu m* 

wirthigei C}eieliwitiiligleil€|«ilriil.i4l f? filr jediti Ptife 
X, M cli?r Ftiitiigkitl #ifi4#mlii %%t, 

Wir litlritrliieii Jiiit 4eti «|e% m 

aiatr Atifktigikge J iiir Kelt I# iii niit^ Fadliig# II iir ^ 
tirid liemdrtifien util ili# gt irfs^iid ^|| f 

Mttii fiitmeii wir iwtiln* ^ 4.st«fii iiiit'^inllki w#ii| 
weiehfiiditi^, wtiglielini Ikd^riMig tiifi St nii^ 4f^r Liip J ii & 
Lag# If iwteiii?ii iifiii ii#^»iictiii« ^ 

*) Thnmmim n. Tsil: Iiumlas'k iik^ 

k^Jli mui Wifikti*, iW. I, « f, 

*) KirnkMi^. CY«l.l#*i Mmfml fir M^ik^mmUk, 114, II. m |l«| 
¥0rl»isf« illwf mMihwmmhrn l%f*A MmUmmih Mpm 

0rtli«% J#«rmil fir Mmhm-mmk, IW, ?l, E III 

iim^ 

0 * 


ii/T fM 

h:±AL 


Vavifttion dev FluBsig^keitsbewegung', 


g. 162. 
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zur Zeit t erreichto Lago von mit O'. Es ist dann O' von 0 
uneudlicli wenig verschiedon. 

Wir nelimen an, dass bei beiden Bewegungen auch alle 
Flussigkeitstbeilchen von der gleichen Anfangslage bei A 
ausgehen, kdnnen aber im Allgemeinen nicht sagen, dass sie bei 
B wieder dieselbe Endlage erreiclit haben. 

Wir denken uns nun fur jede der Lagen 0 und O' das 
Gesohwindigkeitspotential q) und tp' als Function der auf ein 
festes System i)ezogenen Coordinaten a:, y, z bestimmt, und er- 
halten die Bahn eines Wassertbeilohens m, das zur Zeit t = to 
die Coordinaten a, b, c hat, beim Uebergang von A nach 0 und 
O' durch Integration der Differentialgleichungen 


dx 


dy 

dq> 

dz 

dq> 


_ 

d X ’ 

It = 

~ 02/’ 

dt 

~ dz ’ 

dx' 

d<p' 

dy' _ 

dq)' 


dq>' 

dt "" 

” dx" 

dt 

- jy. 

dt ~ 

~ dz'' 


Wenn sich «, y, z und «' y[ z' auf dasselbe Wassertheilchen 
m beziehon, so ist fur t — t„ 

X x' — y ■= y' ■= b, z ■= z' = c, 

und durch (1) und (2) werden x, y, z und x', y\ z' als Funo- 
tionen von a, c, t bestimmt. 

Setzon wir 


«' = jc -f. dx, y' zzz y 6y, z' = z Sz, 

q>' = cp 8 cp , 

so ist Sq) eino Function von x, y, z und es ist bis auf unendlich 
kleine Grossen zweiter Ordnung dasselbe, ob wir 8q) i\ir x y z 
Oder fUr x' y' z' nehmen. Demnach ergeben die Gleichungen (2) 


dbz dSq) dSy dSq> ddz 

dt ’ ~(Ft~ dy ' ■ dt dz 


mit der Bedingung, dass d'a:, Sy, Sz fiir t = to verschwinden, 
Wenn wir also », y, z als Functionen von a, b, c, t darstellen, 
so ist 


(4J dx =. 


i 




t 





wodurch Sx, 8y, Sz auch als Functionen von a, 6, c dargestellt 
sind, und zwar, wenn Sqi bekannt ist, durch Quadraturen. 
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Diese Grossen sind die Coinponienten der Ver- 

schiebniig, die nothig sind, um das Theilchen m aus der Lage , 
bei C in die Lage bei C7' iiberzufuhren. 

Wenn man statt c die Variablen ^ einfiihrt, so 

kann man 8 x^ in einem Angenblick t auch als Functionen 

von x^ ^ ansehen, und kann dann dx^ 8y^ 60 als Componentcm S 
eines fiir die Lage G bestimmten Vectors 3!) betrachten. Dieser i 
Vector 2) bat folgende Eigenschaften: 

Da ein Theilchen m, das anfanglich. an der Oberflache ein^ 
der Korper ^ lag, sowohl bei der Bewegung AGB als bei AO* B 
an der Oberflache bleibt, so ist 

(5) Dn = Sn, ■ 

wenn d^ die Normalcomponente der Verschiebung des Obeiv ^ 
flachenpunktes beim Uebergang von G nach O' bedeutet. 

Da der Vector 2) die Verschiebung einer iiicompresBiblen 
Fliissigkeit darstellt, so muss 


( 6 ) 

Oder ausfiihrlich 

('7) 


div 2) = 0 


dSx d 
dx + 


dy ~ dg 


sein. Dies ist zwar nicht ohne Weiteres aus den Gleioiumgea 

(3) zu ersehen, weil die Differentiationen — und A nicht tar- 

ox at 

tauschbar sind. Es ist aber, wenn 

® zziV 4- — ^ 

dadb dc 

ist, eine Folge aus ® = 1, wonach 


« @ I Mi , 

a M 0 a „ d y 

ea 


da 


= 4. I 2 

bx 

gleich Null sein muss. 


[§• U6 (1)] 





I>a8 llamilton’solie Priaoi]i. 


§. 163. 

Das Hamilton’sclie Princip. 

kinetischo Energie der Pliissigkeit in der Lage 
bozoiclmet wird, und dm ein Massenelement 
bodeutet, so ist 


-il[(S)’+ 

fdyy / 
\dtj " V 



* /dx dd'x 
\dt dt 

, dy ddy 
dt di 

1 ds dd0\ 
'^di~dT) 

r 

dx 



X d6x 

doX’-yr 
_ dt 

. d^x 

etc. 

U (it “ 

~ dt 

— ox -Y— 
dp 

dt J 



^d^)dm 

’ /d»a: .. I d'^^y „ , ^ \ , 

~JU<* + + 

zur AbkUrJtung 




+ S' ^> + 35 " 


n an Stollo dor a, &, c die j/, si als unabbiingige 
ntogriren also iiber don Raum, der bei der Lage 
lUasigkeit ausgofullt ist, so konnen wir M so dar- 

= 1 ( 1 ? + If *» + It 

§. les (7) 

— da: -)- ~ dj/ -4- d .« = div qo ® 

X ’ dy ' d0 ^ 

i wir nach dem Gauss’schen Theorem 


M= — Qa 9^ dw do, 




4 i;ii 


/ II i H ® I r A ^ r ■! ■» ^ I ^ 


Wfiili «it«* 'Sin’Uinh'nmiMiUi'^iitr 4rr ^ ii%t‘m*}iiebuiig 
cli»3ii I* jMi^iln ^^rr*'^iiiiij| isi^ 

mfVuni wir 

.V j'l 

»• I ( 

Nuil in! W*-SJ |4 p lH-%h\ iifi^! ,X, }\ / rlis (Sotn. 

pt»iia!ii«*i^ «i«"r Emit -^iipL iKirb 144 


^ l1 i' 



^ - 1 fl 

j,/' 

.IP 


.. 1 tl f . 




«ll> 


f : A- 


^'P 

-? d 


mui folglich 
(8) 


p. j<.VA,(f 

f (■'■«,, 

J ^ f ,r 


¥S> 


r f| 


f £ / 


Hsirin isl ^itti 


»,jcX4/ > rt^^f ’ -■ 4i\ 11.161(0)1 

(lie V*nM;'.yeb«i»g U i«ui>i|»r«?«'l»«'>ml»* Arlunt d^r wrir faety 
Krifte. ttnd da* *w«t« Jtit«‘gr*l l8<(is!»rw wir, ••Wiwn wi« dai 
da* tJaaaa’Miw Thwrwtn la ni* Ob’^rdaflM’iHiitegf*! vemraaWa; 


IC 


'3|» 

hir. 


djr f f ''f 


fl>d 


ada, 


und darau* folgt aba tiaeli ft). (8i. f.i( 

d.V 


(4) 


ar* 4 . dr, 

d 


»v 


— f» I f-dada I |i«» •/«. 

lafcwpwfB wir dkiwB AsiwIrMrk twitM-Jnsn doti (Jwbkwi A w4 
(i aad WMblea, iwm db Anf««g«> ttad Eadlaigtn drr K&ytt 
niobt faritrt «i«d, liiMi alto im f»ir f I, »»d tsmigW- 
•cbwindet, m folgl 

•1 *» 

(6) f (d r, -f d j if } 1 1» d« rf». 

% £ 
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J(!tzt botrachten wir die Bfwegung des Systems ^ der ein- 
getauchton Kdrpor untcr deni Einlluss der gegebenen Krafte. 
Diese kiiimeii wir tins auch entstandcn denken als eine Bewegung 
dersolbon Kiirpor iin leercn llaume, wenn wir zu den that- 
sildilicli wirkeiiden aussercu Kraften X, Y, Z noch die Druck - 
krilfte hiuzul'iigen, die von der Fliissigkeit gegen die Korperober- 
fliichen ausgeiibt worden. Diese wirken gegen ein Flaclienelement 
do in dor Stilrko pdo und in der Richtung der nach innen ge- 
kebrton, also negativen Normalen. Die Arbeit d J., die bei 
einer VerBclii(d)ung des Kdrpersystems gegen alle in Betracht 
kommenden Krilfte geleistet wird, ist also 


d JL ~ 


(XSx + YSy -|- Zd0)dmi + | pSndo, 


worin die Integration nach dWi iiber die Masse, die nach do 
uber die Gesammtoborflache der Korper Si auszudehnen ist. 
Den orstenTlieil dieses Ausdruckes haben wir bereits in §. 161 (6) 
mit — S f/, bezoicbnot, und folglich ist 


f6) 


dA = — d U, -|- p dn do. 

» 


f 


Denken wir uns aber die Korper ira leeren Ba,um6 bewegt, 
so kbnnen wir das Hamilton’sche Princip in der Form an- 
wenden, wie wir ea ira §. 128 des ersten Bandes abgeleitet haben, 
namlicb, wenn d Tj die Variation der kinetischen Energie 
der Korper bedeutot: 

{d'J\—6A)dt = 0 [Bd. I, §. 123 (1)] 

^0 

odor nacl) (6) 

it h 

( 7 ) 

k 

Wenn wir also 

dT=dTi -f dTa, 

(8) d 17== d fJv d Ua 

sotzen, so ergiebt sich dutch Addition von (6) und (7) 
f‘ 

(dT 4- d U) di = 0, 


h p. * 

I (d7\ + d t/i) = [ dM w do. 


( 9 ) 


Z wanziffstei*^ Abschnitt. 


und dies ist das Hamilton’sche Princip fiir das 
gauze aus Flussigkeit und starren Kdrpern zu- 
sammengesetzte System. 

Wenn wir wie im §. 160 die Lage der Korper duroh die 
unabhangigen Variableri gi, gji li ••• darstellen, so ist 

T = g;, g', . . .) 

eine homogene Function zweiten Grades der g^, deren Godffi* 
cienten von den g* selbst abhangen, und es ist also 


Oder weil dgl = dSqijdt ist, 

Ebenso ist nach §. 161 (15), (16) 

(>1) 

worin U eine Function der Variablen qi ist, die aus der Nator 
der wirkenden Krafte gefunden werden kann. Da nun dqi bei 
t = to und t = ti Null sind, so fallt bei der Integration naoh t 
das erste Glied des Ausdruckes (10) weg und es ergiebt rich 
aus (9): 

(-) = o 

^0 

und wegen der Willkiirlichkeit der dq/. 

dtdq!i~ ~dqi ’ 

was Yollstandig mit der zweiten Lagrange’ scben Form dm 
Bewegungsgleichungen iibereinstimmt [Bd. I, §. 123 (5)]. — 

. §. 164. 

Anwendung auf die P endelbewegung. 

Wir wollen nun einige Beispiele fiir die Integration dicier 
Gleichungen behandeln. 






1(34. 


Aiiweiiduiipf aul‘ die i’endelb c wcgung. 
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Wir iiehmen zuiiiichst die Bewegung eines Pendels in einei* 
FlUssigkeit. Dieses Probltiin lint wegen des Einflusses der Luft 
l)ei Pcndelboobachtuiigeii eiii grosses Iiiteresse, und unsere 
Tlieorio wird, obwobl sio sioh auf incompressible Fliissigkeiten 
bezieht, wolil eiiiigo, worm auch keine genaue, Gliltigkeit bei der 
Bewegung in Gasen beanspruchen diirfen, besonders, wenn die 
Boweguiigen so langsain vor sicli gehen, dass nur geringe Ver- 
duumuigen und Verdichtungen der Luft zu erwarten sind. Debri- 
guns hat Bessel bei seinen Pendelbeobachtungen zur Oontrole 
gewisser Voraussetzungen das Pondel auch Schwingungen im 
Wasser auaflihreu lassoiD). 

Wir nehmen also zunilebst eiuen Kbrper von beliebiger Ge- 
stalt, dor urn oino horizontale Axe drehbar ist, und beriick- 
siclitigeu als wirkendo Kraft nur die Schwere. Wir wollen die 
positive i/-Axo vortical uach unten, die x-kxe horizontal, die 
^f-Axe mit der festen Drehungsaxe zusammenfallend nehmen. 

Untor dom Schworpunkt S verstehen wir jetzt nicht den 
Schw6ri)unkt des Korpors, sondern den Mittelpunkt der Schwer- 
krilfte und des liydrostatischen Auftriebes. Es ist der Punkt, 
don man als Schworpunkt orhalton wiirde, 
wenn die Dichtigkeit p im Kbrper iiberall 
aul p — ^0 herabgeinindert ware, Er fallt 
mit dom geometrisohon Schworpunkt des 
Kbri)or8 zusanimen, wenn der Kbrper homo- 
gun, also p constant ist. Dio Entfernung 
diuHCH Punktes von der Drehungsaxe be- 
zuiohnon wir mit s, und den Winkel, den 
di<‘ llichtung s in seiner augenblicklichen 
Lage mit der Verticalen bildot, von der positiven «/-Axe nach der 
l>oHitivon x-Axq positiv gerechnet, mit # (Fig. 51). Ist M die 
Masse des Kiirpers, m die Masse der vordrangten Flussig- 
kfiit, so ist die Function U, durch deren Verilnderung die Ar- 
beit geinessen wird, 

fl) U= (ikf — m) (/ s cos 

Urn die kinetischo Energie nach §, 158 (4) zu bereohnen, 
habon wir 

') Beisel, „lJnterauohungen fllier die Lilnge dee einfaohen Seounden- 
pendels", Abhandlungen der Berliner Akadomie 1826, Art. 13, 14. 
lilesoftBii - Webor , l*artielle Differentiftlglolobungen. II. 28 


Fig. 61. 
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I* endelbeweguxig. 


485. 


gchangt ist, so kiiuium wir ja', (i” axis §. 159 (9) uiid (10) be- 
rechnoii , musscii dabei aber borucksichtigen , dass dort der 
Coordinatciianl'aiigspmikt nicht dcr Aufhangepunkt, sondern der 
Kxigelmittelpmikt ist, dcir jetzt niit dem Scliwerpunkt /S zxisainmen- 
fallt. 

Man hat daher in den dort angegebenen Formeln 

m3 + 1 ) 2 + !(;« = s2 p — 0, q = 0, ^ 

zn setzen, und erhiilt 

2M 

(I — Ms^ ~\ — 4 - 

also : 

0 51 / 

^x'= p"=lmsK 

Bessel hat die hionnit Ubereinstimmende Annahme gemacht, 
dass die Correction p," des Tragheitsmomentes proportional sei 
mit dem Triigheitsinoment der im ICugelmittelpunkt vereinigten 
Masse dor verdriingten FlUssigkeit, also ft = /ems^ gesetzt. Den 
Cobfficionton k hat er durch verschiedene Messungen bestimmt, 
ancli dutch Schwingung im Wasser, hat ihn aber freilich nicht 
gloicli Vai sondern grosser (0,9459) gefunden, was im Hinblick 
auf die mannigfachen Umstande, die in der Theorie nicht beriick- 
siclitigt sind, und die alle auf Vergrossening der mitgefxihrten 
Massen wirken, nicht zn verwundern ist. 

Schon Dirichlet hat darauf hingewieseni), dass die Er- 
gebnisse der Theorie nicht mit der Vorstellung xibereinstimmen, 
die man sich von dem Widerstand einer FlUssigkeit bildet. 

Danach wUrdo man z. B, erwarton, dass der Widerstand der 
FlUssigkeit die Amplitude des Pendels allmUhlich verkleinert, wie 
esja thatsiichlich eintritt, aus der Theorie aber nicht zu schliessen 
ist. Auch dies erklfirt sich daraus, dass der eigentliche Wider- 
stand einer FlUssigkeit ohne Zweifel auf KrSften nach Art der 
Reibung beruht, die in dieser Theorie nicht beriicksichtigt sind. 
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*) Gigftwimelta Werke^ Bd. II, S. 120. 
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wir / -4 K t' I II'* - I, nfi ‘ 
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Schr au benbewegung. 


iHid in (iMi Formeln I(i3 (UJj ist zu setzen. 

Deimiiich crhaltoii wir die Gleichimgen; 

d{(ix' -4- h^') 

dt ~ “ 

d(hx' I cd'') __ 
dt ~ P 

Oder, wenn die Bewegung von der Ruhe ausgeht: 

i t 


Uy 4 

Nelimen wir an, dasa « und (i nur in der Zeit von to bis t^ 
von Null vcrscluedon sind und setzen 


so aiml A und Ji Constanten, und es ergiebt sich, wenn ist 
( 1 ) 

ac — ac — 6® ’ 

worin ac -- stets positiv ist. Wenn etwa J. = 0 ist, also 

vf ~ Jl¥' . 

ac — ’ ~ ac — ’ 

HO ergiebt sich, dass das Drehungsraoment B nicht bloss eine 
Dreliung, sondern gleiebzeitig oine fortschreitende Ge- 
schwindigkoit hervorruft, Ist B positiv, so ist positiv 
und a/ bei der Rechtsschraube gleichfalls positiv. Das Fort- 
sehreiton geschieht also im Sinne der Schraube. 

Daa Verhilltniss der beiden Geschwindigkeiten ist 

x' : = — b : a. 

Dies ist der Fall der Schiffeschraube, die also um 
80 wirksamer ist, je grosser das Verhaltniss h : a. 

Ebenso wllrde sich ergeben, wenn wir B = 0 annehmen, 
dass eine der Axe parallele Kraft nicht nur eine Geschwindig- 
keit in ihrer Richtung, sondern eine gleichzeitige Drehung be- 
wirkt, wobei das Verhilltniss beider Geschwindigkeiten c : b ist. 
Dios ist der Fall der Windmuhlen und Titrbinen. 
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d [a n cos & — & sin '9' ) 

(it ■ = 

(I (u u sin •9' v cos •9) 

(It 




voraus folgt, class constant bleibt, wahrend sich fur x, y dutch 
aitcgration von (3j die Gleicbungen ergeben: » 

(it (!()8“ a- 4- /> siiis i9) a: -j- (a — i) sin ■a- cos 2 / = Cl < H- ci , 

' («— /^)8in-9co8a-a;4-(asina9-|-icos“9)2/ =— i(?t^4-C3t-|-C2, 


II denen c,, Cj, c'l, ci die Integratiousconstanten sind. 

Die Elimination von t ergiebt liier fiir die Bahn die Glei- 
3 hung einer schiefen Parabel. Wenn wir die linke Seite der 
jrsten Gleic-hung (4) ==: 0 setzen , so erlmlten wir die Gleicbung 
jiner zur Parabelaxo parallelon Geraden und wenn also & den 
VVinkel bodeutet, don die Parabelaxe mit der Horizontalen ein- 
u’hliesst, HO ist 


f') 


tang & 


a co8“ ■9 ^ ii sin** fl- 
(a — 6) sin •O' cos 
Nolunon wir •9 zwiscben (),und 90® an, so sind sin -9 und cos -9 
positiv; a und b sind gleichfalls positiv, und es ist also der 


Fig. 62. 


Fig, 68. 



Winkel & spitz, wenn a < i, stumpf, wenn « > i!> i^t. Die 
Parabelaxo ist also beira eiformigen Kdrper gegen die Korper- 
axe bin, beim abgeplatteten Korper in entgegengesetztem Sinne 
goneigt (Fig. 52 und 58). 


§. 167. 

Osoillationen der Axe eines Rotationskorpers. 


I 


I 
- !, 

h 


Wenn der eingetauchte Korper eine Symmetri'eebene hat, 
so wird, wenn die Bewegungen der Korperpunkte in einem Augen- 
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Zwanzigster Abschnitt, 


§. 167 . 


blick alle mit dieser Symmetrieebene parallel sind, die Bewegung j 
der Flussigkeitstlieilchen symmetrisch zu dieser Ebene sein, uud I 
wenn also von der Wirkung ausserer Krafte abgesehen 1 
wird, so wil’d die Bewegung auch im weiteren Verlaufe diesen \ 
Cbarakter bebalten, da kein Grand vorhanden ist, dass eine I 
Aenderung eber im einen wie im aiideren Sinne erfolgen sollte. i 
Wenn wir“also die Symmetrieebene, die dann auch im Raume 
fest bleibt, z'ur Ebene macben, so wird ein Zustand, bei dem 
w = 0, p — 0, 2 = 0 ist, erbalten bleiben, und der Ausdruck 
§. 159 (5) giebt fiir die lebendige Kraft den Ausdruck ■ 

2 T = au^ ^ 2ccur -j- 2 /3vr -j- Cr^. 

Nebmen wir nocli eine zweite auf der ersten senkreohte 
Symmetrieebene an, so kann die Aenderung des Vorzeichens von J 
r diesen Ausdruck nicbt verandern und wir erbalten: 

(1) 2 T= aws -j- 61)2 _j_ | 

Wir bescbranken die Allgemeinbeit jetzt nicbt weiter, wenn 1 
wir annehmen, dass , * 

a > 6 ; 



sei. Nur ist dann, wenn der Korper z. B. ein Rotationskorper 
ist, bei einem abgeplatteten Korper u und bei einem ovalen 
Korper v in der Ricbtung der Rotationsaxe zu messen. 

Wir bebalten nun die Bezeicbnung wie im vorigen Para- 
grapben bei, nur dass jetzt der Winkel O' nicbt constant ist, 
und setzen also, wenn die Differentiation nacb der Zeit dutch 
Accente angedeutet wird 


, M= a;' cosO -j- 1 /' sinO, 

D = — x' sinO -)- 2 /' cosO. 

Es ist dann noch r = O' zu setzen, und ie, y, O bestiinmen 
die Lage des Korpers. Die Diff'erentialgleicbungen der Bewegung 
lauten jetzt, da T nicbt von den Variablen x, y abhangt; 


( 3 ) 

( 4 ) . 


dt dx' dtdy' ~ 

d dT _dT 
dt 00' “ 00 ■ 


. Die Integration der beiden Gleichungen (3) ergiebt, wenn 
a, /3 Integrationsconstanten sind: , . . ; 
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'I' o. , • 

j ■■ au cos H — b V sm ll = os 

r» X 

r T 

^ — ate 8111 -It -|- hvco^d' = jj. 

Die, Constat) ten os, ^ sinci durch die Anfangswerthe Uo, v^, ■O'o 
on it, Itostiinnit; 


— - it Un cos 


b Vn sin '9'„ 


1 ^ V )o — ^ ~ 

ind da Itior koine lliclttung in dor a:t/-Ebene vor der anderen 
■usgezciclinot iat, so kiinnen wir die x-Axe, so wahlen, dass 
I =T- 0 wird. Dadurch ist die Allgemeinheit der Voraussetzungen 
liclit boschriinkt. Es bat alter die a?-Axe eine durch denAnfangs- 
lustand Itostiinmte iliehtung bekommen. Wir kbnnen sagen, die 
;-Axe hat die Richtung des anfanglichon Impulses, durch den 
lie Bowegung oingoloitet ist, und « ist die Grosse dieses 
rnpulses. Donn lasst man wiilirend einer unendlich kurzen Zeit 
; (utf don ruhcuidon Kdrper eine Kraft wirken, deren Compo- 
icnten w/xr, fi/z sind, so ist die Bewegiing von der Ruhelage aus 
lurcli die (Jlcichungen §. 168 (18) bestimmt: 

2' a » 2’ _ d 

Ht dx' t ’ dt dy' r ’ 

tvoraus durcli Integration Ubor den Zeitraum x-. 

foT\ /dT\ „ 

Aus (5) ergiobt sich also: 

- aw cos# — Jxtsin'd' = a, 

^ au sin # -|- i tt cos # — 0, 

und hieraus; 

(7) au “ « 008 #, bv = — a sin#. 

Nun ergieht die Gleichung (4) nach (1) 

du I , dv 


und nach (2) ist 
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wird. 

Die ()«*il}«li<»nen »a« Am.* D««»'gwi»g*c»i>trttni v«»II«iws M 
aUn iiach dem . nuf dm.-*.® 4«*r Wjnfe;«»j t 

mir die Uitlfte deis Anwtelil»«««‘!Kkel*» f d*'# !*imd*d# i«i Dtt 
h«icbn (.f|«*irhgi*W|rlj|#la.geii lim Dr*j4r|ii If ■'^•r *1 M«d i|i !srs » «*. 

wjim-hen die Wrrl.l»e l» - «♦ llfld » I W. Mild «*l *lf «b« iWl 

luemwii rvtm iiielitawgejs. i« dmieii m«-|j 4«r K<»r}ier fit** 
hung mit cat»*lanter tificliwiKliileil 
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1G7. Otioillatioueu der Axe eines llotati onskorpers. 


Im Allgemeineu siud, wie beim Pendel, zweierlei Arten der 
3 wegung zu unterscheiden ; namlich eine Oscillation urn die 
xge d- z=i 0 und oine umwillzende Bewegung. Welche dieser 
jiden Arten cintritt, das hilngt von dem Worth ■ 9 'o ab, den ■ 8 ’' 
, dem Augenblick hat, wo = 0 ist; der erste oder zweite 
all tritt ein, weim (dem absoluten Wertbe nach) 








b a 


Oder >> 


f- 


ab C 


Um die Bewegung des Centrums zu erbalten, liaben wir 
IS don Gleicliuiigen (7) 


a:' cos 8 - -4- ?/' 8 in 8 = — cos 8 
a 


x' sin 8 — p' cos 8 = 
und y' zu bestiramen. Man erbalt: 


sin 8 


1 4-j 


/cos* 8 8iii*8\ _ /l.M — 

\ a i y ■ ~ “ \a ^ ^ 

a (a — b) 


sin* 8 


ab 


sin 8 cos 8 . 


Dio erste dieser Oleichungeu zeigt, dass x' sein Vorzeicben 
icht andort, dass also x, je nach dem Vorzeichen von w, fort- 
dihrend wachst oder fortwahrend abnimmt. 

Die zweite Gleichung ergiebt nach ( 8 ): 


16) 


C d*8 
a dP 


nd dutch Integration, wenn wir don Anfangspunkt der y passend 
ostimmen 


« 

Durch die Differentialgloiohung ( 8 ) werden die Function en 
>•', 8 ia 8 , C 088 als elliptiscbe Functionen der Zeit be- 
timmt, und damit ist zuglaich y' und x' bestimmt, Durch (16) 
Bt zugleich y gegeben, wahrend x erst durch ein elliptiscbes 
ntegral zweiter Gattung dargestellt wird. Nach (16) bleibt 
lie Ordinate y immer zwischen endlichen Grenzen eingeschlossen. 

Stellen wir die Bahncurve dar, indem wir y als Function 
'on X ansehen, so ergiebt sioh aus (14) 
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Da ■JJ'o ^ '^1 so ist hiernach die Curve an dexn 

li I'.hsten Puiikte starker gekrummt, als an dem tiefsten. Die 
I ;uren 54 und 55 gebon ;ein iingefabres Bild von dieser Be- 

V guug. 

Die gleichzeitige Bewogung inelirerer starrer Kdrper in 
e ler Flussigkoit bietet aelbsff junter den einfachsten Voraus- 
8 izungen dor matbcmatiscben Behandlnng grosse Schwierigkeiten. 
i a leichtesten zuganglicli ist die^Bewegung zweier Kugeln, 
c ! in Folge dor hydrodynamiaclien Druckkrafte Anziebungen auf 
( landcr auszniiben scheinen, die von Bjerknes auch experi- 
I intoll nacligewioaen sind, aueh unter der Voraussetzung, dass 
< 3 Iladien dor Kugeln pulsirende Voriinderungen erleiden. (Vor- 
1 miigcn iiber liydrodynamiscbo Fornkrafte nach G. A. Bjerknes’ 
' leorie von V. Bjerknes, Bd. I, Leijjzig 1900.) 

Die inatbomatischo Theorio der Bewegung unveranderlicher 
] igeln in der Fliissigkeit ist eingehond untersucht von C. Neu- 
1 anil (Hydrodynaraisoho llntersuchungen, Leipzig 1883). 
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XJn8tetite BewegunK von FlussiKkeitea. 


1 I*;** 


(tr«‘ii?}»«-itl!nf ynff »« I »i'*l«'l»ii^«‘it««!iarh»*t». 


Die DiffarenlittSuD’iirUMng ,/f o, tun •li-i* ditM (iwhwinilii. 
keit«{>ot<*nti«! f 4 i*r «-in» r tBcnmpr«»iMM 

Fliiiwigkeit sbhasict. «ln-wll»«n vuii i!*-r ula** i’uteiitisi einer 
sttttioniiren elfklriwlwti Sir»«nnHsjj 'rrot««h*m mgeadij 

beiden Arten «l#r ik'wp^tiug inBeji «*rUr w«'n«t»tUi lirii I'ntersdbted, 
<ier erst daifh Heln»h«:>lts «in «!•-« J’i*rtri«*ln «l«»r TIimw* in 
Kinklug gebriwhl warden itt'f. 

Wenn ninilirh «»ii nittiMh^b «n»ffd«’lml«'r laater eWtto’. 
fcdien Slrdmttftgws d»fciidtw«»« n*i, i*** «i»bt * % incmali mom 
T lieil (h'» lantefs, der «‘iir»<. the i^!r<»fn«n8en terWtei 

uieti toil ii«*!i Kl«‘klitwif»t} ati"* narh I hwiU’n de« liWtMi, 

la dea HM»iiiik«>iS*b*w*»gMOfi*ii i|«.« ander*. W«br i E 
einfiBi Stwime der Htt«iigk«»i *»»!»• Wan4 mtt turner engaa Oi^ 
nuug eatf«*g<9ngi**l**Ut win!, m» wird wrh »l«'r H*r«m liintRr <tor 
Oeffnaag airhl »(4(»ri alWitig *«»iidern die 

kait wird ia »i»M» Htrtt,|»{e. yiiewliiiiil kleiaar 

als dii FlMehe der tlrffauag, *«» 4 ie««‘r 

Ibuw 4 #*r Art, wi« w Wt 

Htrcimea irork«m»ea, W Manirt^Hrii tot d«» 
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seincn Gruud, (lass da, wo dio Fliissigkeit um eine scharfe Kante 
lierumstrdmeii wiirde, dio Geschwiudigkeit unendlich gross und 
damit d(u- Druck uegativ unendlich werden miisste, wahrend ein 
negativor Dniok gar nicht oder dock nur bis zu einer gewissen 
Grosse mdglich ist (^. 144). Dagegen sind bei Fliissigkeiten nach der 
Theorio auch Bciwcgungcjii mdglich, bei denen die Geschwindig- 
koit eino unstetigo Function des Ortes ist, und von dieser Art 
ist der AusHuss eincs Strahles aus einer Oeffnung. Wir haben 
ziinaclmt dio Grtmzbedingung fiir eine solche Unstetigkeitsflache 
aufzusuchen. Wir beschranken uns der Einfachheit halber auf 
die Betracihtung wirbelfroier stationilrer Bewegungen 
incomproBsi 1)1 or Fliissigkeiten, 

Wir gehon aus von der allgemeinen Gleichung §. 148 (5): 


(1) 


f/(p 

Tt 


' dp 

. Q 


1 f 4_ -L 

2 \\dx) ' \S y/ '' 




in der (p das Goschwindigkeitspotential, F das Potential der 
iiussoren Krilfto und C eine Oonstante oder eine Function der 
Zoit alloin bedeutct. Nehmon wir p = 1 an und bezeichnen mit 
V die Goschwindigkeit, so konnen wir diese Gleichung fiir den 
station iiren Fall, vro dfidt — 0 ist, so darstellen: 


(2) ^ p -)“ = F -j- 0. 

Das Potential F setzen wir ala stetige Function des 
Ortes voraus. Wenn nun v an einer Flache unstetig ist, so 
denken wir uns einen Elementarcylinder X'lg. BO. 
vom Volumen do dv, dessen beide End- 
flachen do zu beiden Seiten dor Unstetig- 
keitsflacho liegen (Fig, 66). Unterschoiden 
wir die Worths, die eine Function auf 
beiden Seiten der Unstetigkeitsflache hat, 
dutch die Indices 1 und 2, so ist nach der 
Voraussetzung 

(8) F, = r,: 

Ist JV die Normalcomponente der Geschwindigkeit (von 1 
nach 2 positiv gerechnet), so ist, wenn wir dv in Vergleich zu 
den Dimensionen von do als unendlich klein annehmen, die in 
der Zdteinhwt in das Element einstromende Fliissigkeitsmenge 
(AT) — N^)do, und da diese Grosse verschwinden muss, so ist 
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Einundzwanzigster Abschnitt. 


§. 169 . 



(4) . = 

Die Druckkraft, die auf das Element wirkt, ist — P 2 )d 0 y 
und folglich wirkt auf die Masseneinheit die Druckkraft — p^) /dv. 
Da diese Druckkraft aber nicbt unendlich sein kanii, so muss 

(5) Pi =P2 

sein. Hieraus ergiebt sich nach der Form el (2), in der die Con- 
stante C auf beiden Seiten verscbiedene Werthe haben kann: 

(6) 'yf — = Const. 

Wenn also angenommen wird, dass die Flussigkeit auf der 
Seite 2 der Unstetigkeitsflache in Rube sei, so folgt aus (4) 

(7) iVi = 0, 
tind aus (6) 

(8) — Const. 

Da also die Normalcomponente auch auf der Seite der be- 
wegten Flussigkeit Null ist, so findet die Stromung langs der 
Unstetigkeitsflache nur in tangentialer Richtung statt, und wegen 
(8) ist die Geschwindigkeit iiber die ganze Flache constant 2 ), 


I §. 169. 

I Zweidimen siouale Bewegungen. 

f 

( Wir schaffen uns Falle, in denen die Integration moglioli 

< durch dasselbe Mittel, das wir im ersten Bande mehrfach auf 

I, elektrische Probleme angewandt haben, indem wir anuehmeu; 

1 Dies wiirde anders sein bei Grasen, wo die Diolitigkeit an dersdibett 

/ Flache unstetig sein kann (vergl. Abschnitt XXII). 

f "Wir haben hier nicht, wie es gewohnlioh geeobieht, F =3 0 

i genommen, und sind zu Grenzbedingungen gelangt, die von ‘F unabh&Hg!| 

f sind. Anders wiirde es sein, wenn zu beiden Seiten der Unstetigk$itafilobfi 

I verschiedene Diohtigkeiten waren. So ergeben sich z. B, fiir den in ;de? 

I Luft Oder im leeren Baum austretenden Strabl die Bedingungen Itia* dfe 

! Oberflaohe des Strahles , dass der Druck p constant , und zwar gleieh deiw 

I ausseren Drucke (Atmospbarendruck oderNull) sein muss, dafs die 

I compohente der Geschwindigkeit Null sein muss, und dass 

f i =, F + const. j 


s®i*' bk Schwierigkeit , die die Integration bietet, besteht darin, im 41^ 
I Grenze, an der diese Bedingungen gelten sollen, nicht ffegeben ist* ^ ^ 
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diiss (lie gciRuchtcn Kunctionen nur von zwei Variablen x, ij ab- 
liilugcn, (bias also dcr Zustand dor Fliiasigkeit an alien Stellen 
einer jodon zur y - Kbono senkrccliten Goi'aden derselbe sei. 
Dann kdiinon wir die Iliilfamittcl der Functionentheorie mitzbar 
niaclu’.n. 

Ist nilinlic.h q) nur vnn x, y ablisingig, so besagt die Glei- 
chnng ^ q> ~ Q, (lass q) dor recdle Tboil einer Function 

(1) % = q) -{- ill.' ^ f(s) 

des ooinploxon Argumontes 

(2) e — X iy'^') 
ist, went! Ip aus dcni tJloicluingon 

^ ^ dxp 

^ ox 'ey' dy dx 

bostiinmt wird. Wir erhalten in dor fl;j/-Ebene zwei ortbogonale 
Curvonscliaarcm q> = const, und xp = const., von denen die erste 
die Aotiuipotentialcurven, die zweite die Stromeurven ent- 
liiilt. Alle Linien in der iKj/-Ebeno Bind die Spuren von Cylinder- 
fliichon im Haume. 

Wir betracliton jetzt den Fall, dass die bewegte Fliissigkeit 
tlieils von foston Wandon, tlieils von freien Grenzen be- 
gronzt ist, woboi unter froien Grenzen solohe E’laohen im Eaumo 
odor Curven in dor aJ^z-Kbono zu verstebon sind, wo der Strom 
umnittelbar an ruhondor Fliissigkeit berliiesst. Das Fliicben- 
gebiot in dcr a;|/-Ebene, das von der bewogten Fliissigkeit iiber- 
dockt ist, nennen wir die E'lache Z, 

Dio Dowegung in diesem Gobiete Z ist duroh das Ge- 
Hchwindigkoitspotential (jp bestimmt. Ist Z mehrfaoh zusammen- 
hangetid, so kann q) mohrwerthig sein, es wird dann einwerthig 
in einem einfach zusaramonbiingeiidon Gebiete Z', das clurch , 
Querschnitto aus Z entstanden ist; weil aber die Differential- 
([uotienton Bf/'dic, 'dq}ldy in einwerthig und stetig sein miissen, 
so ist q) aelbat an den Quersohnitten entweder stetig odnr bat 
zu btddon Sciten oonstante Werthdifferenzen. 

Die E’unction ip wird aus q) durch eine Quadratur abgeleitet: 

Es i«t liior naitirlich ^ nicht zu verweobsein mit der dritteu Kaum- 
coorditmtir 

Pftrtitlk BlffcronllAlglelohungen. IL 29 
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auch ip kann an den Querschnitten constante Werthdifferenzen 
erlialten, nnd zwar auch dann, wenn 9 daselbst stetig ist. 

Betrachten wir cp und als Coordiiiaten in einer %~Ebene, 
so erhalten wir ein conformes Abbild X des Flachenstiickes 
Z. Wahrend aber Z seiner Bedeutung nach iiber der ;s-Eben 0 
einfach ausgebreitet ist, kann X die %-Ebene auch mehrfach be- 
decken. 

1 . Da die Begrenzung von Z immer durch Strom- 
linien gebildet ist, so kann die Begrenzung 
von X nur aus geraden Linien bestehen, die 
der g)-Axe parallel sind. • 

Die festen Grenzen des Gebietes Z sind durch die Aufgabe 
selbst gegeben. Fiir sie ist die einzige Grenzbedingung '^==: const 
Die freien Grenzen dagegen sind nicht gegeben, sondern sollen 
erst bestimmt werden. Fiir sie haben wir noch die Bedingung, 
dass die Geschwindigkeit constant sein soil. Fiihren wir also 
noch eine dritte complexe Variable = ii, iv ein, deren 
reeller Theil u die a:-Componente, wahrend der Coefficient v von 
i die mit negativem Zeichen genommene j/-0omponent0 
der Geschwindigkeit ist, also: 


iv = u iv 


d X 


und die Grenzbedingung fur die freien Grenzen besteht darin, 
dass der absolute Werth von v) 


(6) \io\ = y ^ 

constant sein muss. 

Wir erhalten also auch in der ^(;-Ebene ein conformes Jib** 
bild W von Z und X, in welchem den freien Gren^^ion 
Stiicke von concentrischen Kreisen entspreoLon, 
deren Mittelpunkt im Coordinatenanfangspumfct# 
w = Q liegt. 

Dagegen ist fiber die Gestalt der Begrenzungsstficke von ICt 
die den festen Grenzen entsprechen, im Allgemeinen nichts bo** 
kannt. Wenn man also losbare Aufgaben finden will, so Ituisi 
man das Flachenstfick W beliebig annehmen, und erhfi.lt dann 
durch conforme Abbildung das Flachenstfick Z, hei dem die 
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greiizungstlieilo, donon in der Fliichc >F Kreise urn den Null- 
punkt ciitHpreclien, Ireio Grenzcu seiii konnen, wiihrend die 
iibrigciii Begrenzungstheilo vou festo Greuzen sind. 

Nur in eincm Falle konnen wir die Natur der Begrenzungs- 
linien in W von vornheroin angelton. Denken wir uns namlich 
oinc festo Grcnzo der Flilclie dadurch gegeben, dass y eine 
gogebene Func.tion von a: ist, so ist an diesor Grenze ^ = const., 
also 

dtl' dy _ 
d X d X d y ’ 

Oder luieh (4j 

(7) n + n = 0. 

Wenn nun die Begrenzung von Z, urn die es sich handelt, 
gcradlinig ist, an ist dy/dx = a constant, iind wir erhalten 
aus (7) 

(8) V - f urt = 0. 

Dies ist abor die Gleicdiung einor vom Nullpunkt aus- 
laufendcn geradon Linio in dor kF-Ebene. 

2. Wonn also die fosten Grenzen in der ^i-Ebene 
gorado Linion aind, so ist die Begronzuiig von 
IF gobildot durcli concentrisebo Kreise und 
radiale Linion. 

Die Begrenzung von X ist iliror Natur naoh ebenfalls be- 
kannt (parallole gerado Linien) und wir erhalten also zur Be- 
stimmung der Abliiingigkeit zwischon % iJ-nd w ein Abbildungs- 
problein. Ist diosoa gelSst, also lo als Function von % bestimmt, 
so erhillt man aus (6) g duroh eine Quadratur: 

(») 

gleiehfalls als Function von %. Bs sind also hier niebt direct 
cp und tp als Functionen von x, y bestimmt, sondern umgekehrt 
X, y als Function von (p und tp. Um aber die Stromlinien, und 
damit also auch die Grenzen von Z zu erhalten, hat man -ip 
gleich einor Constanten zu setzen, und erh^lt dann die Curve in 
Hogenannter nParameterdarstellung", d. h. x und y als Functionen 
einer Variablen (p. 

Die Gleiohung §. 168 (2) ergiebt hier 
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ein soldier runkt, so hat die Entwickelung Ton x in seiner 
IJmgcbung die Form 

X — Xo -+■ ~ e)^ 

und der I’uukt % = %a oin* Vorzweigungspunkt in der 
;^-Kbon e. 

0. Wenn also dem Nullpunkt der w-Ebene ein 
Tuukt irn Endlichon der ^;-Ebene im Inneren 
von Z ontspricht, so entspricht ihm in der 
%-Ebon(5 eiii Vorzweigungspunkt. 

Wenn % unendlioli wird, so muss nothwendig z unendlich 
soin, da in jodein endlidion Eunkte ein endliches Greschwindig- 
keitspotential vorhanden ist. Wird a fiir einen anderen Werth 
von X nricndlich, so ist da auch dg/dx unendlich, und folglich 
dxldg = w " 0. 

Also kbnnon wir nocli beifiigen: 

7. Dio unendlich fernen Punkte der Flache Z ent- 
Hprochon entwodor dem Punkte % == oo oder 
dem Punkte w = 0. 


§• 170 . , 

Beispiel I. 

Als orstoB Beispiel nehmen wir fiir das Flaohenstiick W 
den Einhoitskrois in der w-Ebene. Wir erhalten dann in der 
^r-Kbene eirin frcio Urenzo und keine fasten Grenzen. 

Da der Punkt to = 0 dem Inneren des Gebietes W an- 
gohoi't, so mlissen wir in dem Flaohenstiick X pinen Ver- 
zweigungspunkt annebmon. Wir legen diesem Verzweigungs- 
punkt auf tlio imaginEre Axe der %-Ebene in den Punkt 

g? =: 0, ^ = i 

und nebmen fiir die FlEche X die doppelt bedeckte Halb- 
ebene in der jj-Ebene, in der ip positive Wertbe bat. Die 
beiden (im Unendlichen zusammenhangenden) Linien ip = 0 
sollen der Begrenzung von W entsprecben. Wir denken uns die 
X-Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung mit einer Doppemache X' 
Uberdeckt, die in den beiden Punkten ^ = ± * je einen Ver- 
zweigungspunkt hat Diese Doppelflaohc, deren beide Blatter im 


riiciHlli- li«‘u . s!tt * Jiii;u-h -’.usarnmen. 

Wir hal<t‘!i nu J. .4 ‘i. -* 

Kr»'t?tt‘s tiuf eiu>- Ualix iu's.hi ji lerut. liaiiach k. 


w< nil « ir < n!»- t»> n<- " 


riufu!tr<i» usal 

I - ; 

!!* ” i ; 

d«-r rtlwolut^- W.-rUi »''S> 1, vs.-nj, ; n-in 

ist Kh j«t H- — «», ;■ *. ”■ ' . 4-1 

ist, u»<i Wkdi'li d<‘r K3iiia-!?’'kr»-vi i!' .iuf du' | jfe. 

gflnhU't. tn <l<'r J i.v Wir . aK.. d»< AbbiMwi| 

V«m ir :i»3[ >iH' Flin-Lr ,\, a.-Siis '»!r •!».■ ••inJiirhr J-KIwtie SO aitf 
(lie X ’ d i» m !inaicin«r« i» Werftw 

voti ^ rrell<‘ WcrtV(«’ g 1»«'» , nmi daw drn Panktffl 

g :|: I dia l*tinklc | ■ ■' • id'‘ Vi-r/«'**ss;mig«i|iiinkti> dit 

2 -Kl»ene f»nt*|»riMp!e*n. Ald^ddiiitj; al« r wual vrrtniltelt, dani 

folMend® : 


m « ’ { 1 

Oder imcli I RMfgelosI , 

(8) I 

» far 


J Y I 

; ^ z 

1 • :* 

11 ii!(d J 


t , tmd m i»t I w 8 


E« !Bt »lwi I 
ftir i d.' s’- 

l^tn niiti e m!s »'*»r | lo 5<e*(ti«iii!ett, Imt wtiin & 

Fsrniel 

(4) dg ■ ^ wf 1 1 * ' ’ 

S5U nod erlwU, went* lo.ra tlie m wlihtt, toi 

s ftlr % 

f 


( 6 ) 


Yf » M - I . «■ ilnM 


uti4 dir I<ogaritb(»«M» wt danw ilurcb ilt® da« «*» 

imwftilrir Th«l isriticbi^n — »* wsd ^ lieaeji wtl, l» te 
ganiio ITIcbi X I'iwlwtttif fwicii r in dw pw 


fi' 1"^** i^tuspiGl L 

455 

Klilcln- X nicht ncgativ unil folglich ^ „ 

unci pnsitiv istj. '^V % + 1 + ;k) mcht reell 

Wir oi-halton aus (5) die Gleichungen der freien Grenze 
wcnn wir ^ ^ ^ rncdl annchmon, und erhalten fur die beiden 
Vorzeichen der Wurzcl zwci sym^etriscb gelegeue Curveuzweige 
doren Bilder chc l.oideu Gcraden ^ = 0 in der Flache Z sind 

y ^ leg (i r + 1 f- 9^), V/ = log (f^qrT_ 

woriiiy^!* f 1 poaitiv zu uolimon ist. 

Da die Striimung die Richtung der wacbsenden <p bat so 
ist sio, wio der Ausdruck Uy = ± ^eigt, auf dem 

ersteu /wcug von nogativon zu positiven, auf dem- zweiten von 

kiR. r>7. 5 g 


I'ig. 

57. 

^ — 

- / 



/ ^ 

^ "1 
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positiven zu nogativon y gorichtet. Der Coordinatenanfangspunkt 
in der a;y-Kbono ist dor Punkt, in dem die Geschwindigkeit 
Null ist; ihm {sntsprioht in der Flache X ein Verzweigungspunkt, 
in dem ;i; j ist, und iii seiner IJmgebung hat die Stromung die 
in der Fig. 57 durcb die Pfeile angedautete Richtung. 

Don Union 9 ? •= 0 , i/j >• 1 in beiden Blattern der Flache X 
entspricht in der ic-Ebene die positive und negative y-Axe. Den 
beiden Streoken 9 ) = 0,0<;il'-<l entsprechen die Strecken 
Ott und Oa' dor x-Axas, doren Enden die Abscissen 


i (1 + j) 



haben. 
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Die Can?** l«»*r asi* »» »<*i*5er«»’nS«'i» /.weipn, d» 

durrh DrebunR »«i den W»ik* I ;t a « m wniuider iiberpte 
(in Fig. TiS a, v. S. iil »i ■ 3 


ft. !?l. 

Dei*m«'«! U, 

Wetifi wir in «!rr tP-KtM’ne irgrnd run’ Figiir IF" nthatt, 
di« ron ronrentriwrln’B Kret«}»>»gnn «n»l fa4ml*'ii Idninn 
itt, and dl®«« Figur mf die »’ii4»eln» Ha|t»etji-ne f aiddidMi » 
erhaltett urir in dir « einrn Hiwwigkwlwirwa, d«r ^ 

•iimip I««i® mar haft, der die Stfimwiif »#» itei 

UnendHAwi itii IJwtttdIfcli# ttlwmll in 4«M«*#U»«n Sinn# tiiWil. 
I)i«i6 tifptiM 1*1 tl»«t» aniii f emditnifwi f«niii»n , tMli *« ftii» 
Orenton gcliUdet, «»l»|»nH.*h«nd den radnUen and db# fclifr 
formigen li^freninngwinrken. 

Iist«re*ftiit«f« WiSe m\m\i ftiaii aiwr. wenn wan rfnt 
Figur iitcht aiif d« ptii w | - ll.«lfe»l»eji« . *rti»d«n» nor Mf irit 
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Tlu'il von ilir abbildot, uiul da die Ikgrsnzung in der z-Ebene 
immer dnrch panillelo (Jerado gcbildet sein muss, so ist hier der 
eiiifachstii b all , dt*.r zugleicli die moisten der bislier gemacliten 
Anwetulungmi mnfasst, dor, dass wir einen Streifen, der von zwei 
zur recllon Axo parallolon (ioraden begrenzt ist, als Flache X 
wflhlen. Durcli Vorfugung liber dio Einheiten konnen wir er- 
reiclien, dans die (Jronzen eincs solcben Streifens durcb die beiden 
Geradou i/;- rrr 0 und i)> = m: gebildet sind (Fig. 62, 63, S. 460). 
[iiescu Streifen konnen wir zunilchst auf eine Halbebene in 
einor Xi-Kbeno abbilden, wenn wir setzen: 


(1) Xi ~ 9i ~ — ev+iv-. 


Don Ijoiden Grenzfsn dos Stroifons % entspricht die Axe der 
roellen und zwar dor Linie = 0 die positiven, der Linie 
tp = 7 c dio negativen Werthe von (p^. Die Punkte 0 und <» in 
der Xi-Kbeno fiiitsprcchon nogativ und positiv unendlichen Werthen 
von 9 ?. Verstulion wir noch unter A, B, 0, D reelle Constanten 
und sotzon 


( 2 ) 


Ox, + JD' 


SO erhalten wir ein weitores Abbild Xj von Xj, und wir konnen 
die Constaiitcin so wklilen, dass drei beliebig gegebenen reellen 
Worthen von %x drei ebenfalls beliebig gegebene reelle Wertbe 
von entspreoben. 



b 


Fbr die FUiclie W wollen wir zunachat einen Kreissector 
a, 6, c annehmen , der* von einera Bogen be des Einheitskreises 
und srweilladien a6, ae begrenat ist (Fig. 59). OhneBeschrankung 
der Allgoineinheit konnen wir annebmen, dass der eine dieser 
Radien in die m-Axo falle. 

Den Winkel ties Kroissectors bei a bezeiohnen wir mit an 
Da wir in der biacho X keinen Verzweigungspunkt haben, so 
nauss tes=0 einem unendlichen Werth von % entspreoben (§.169,6.), 
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Daraus leitoii wir iriittclst der Bedingungen (3), (4) die 
Fuiu’-tion Xi lier, niiiulich 

a 


(B) 


Xi 


Wi “f- Wi" ^ — g{- 

w{)ria g /;“ uiid (.! cine Constante ist. 


1 ’ 


HezeiduHai wir dcnBogen (bg) (Fig. 59) mit y, so konnen wir 


ty 


(9) g rr- g^ — 

sotzen. Fiir die Punkto des Kreisbogens ist 

id' 

Wi — e “ , 




to e 


tmd demnach ergiobt dio Formel (8): 
( 10 ) Xi ^ 


1 n 

y 

COB “ cos - 




y --I- 

2a 


y — O' 
2 a 


a a 

Da X folglich Xi positiv sein soli, so 

langa d* zwischeu 0 und y liegt, so muss die Constante G reell 
und positiv Hoin, 

llm z als Function von % oder von w zu erlialten, wendet 
man dici Formal §. 169 (9) an: 

tv w 

KUgt man noch eine ahnliche Vergrosserung oder Ver- 
kleiiiorung der Kigur in der ^^-Ebene hinzu, so kann man auoli 
sotzon 

ds 


^dlogxi 

w 


worin h eine roollo Constante bedoutet. 

Die EinfUbrung von w, als unabhilngige Variable ergiebt 
nacb (8): 

j j, — t f), dWi 

C 1 1 ) as ”• n — “ r_:|„ ”—"2 008^1 t«i“ + ^ 

Fiir die freio Grenze kann man auch die Variable •9- an- 

weiulen, und findet: 

' n* 

sin - d 9 

y j_ fi; y Z.>’ 

2 asm - — am „„ 

2 a 2« 
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Wiiik«4 tiiltl^'^ii iiiiit%tni^ wtr 4«*r riii%|iri^-f'iiri44<^ ilmdiiw i 

uf. iiiii il«*r tiii4 liii4tA rimii «li*' ll^iiltii|^ 

ii^r 4i*r Slffttit III* t'tirTriliirlir -ifitlit milt, ii %i <1 m ■'•- Ii*« 

lii M 



ifeii f^iiill k m 4 «?r laiii-i umu %n «I©ii C.cMiriiiiii 

aafangiptiiilt h$m-, iii 4 fi» iiiati i u mmnmtml lilr L- : 
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wdboi (li*r IntcgratioiiHweg im Iniicren cles Halbkreises ver- 
laufeu iiiiwH, uiul wodcsr doi\ Punkt 0 nocli den Punkt be- 


riilir(“n darl'. 

Sind dic! fc.sten Wiindo mit iliren Endpunkten in der ^-Ebene 
gegcl)(‘u, Ko iat dadurcU zunilchst a direct bestimmt, und aus 
(14) crhillt inaii zwei Glciclmngon zur Bestimmung von y und h. 

Daa Integral (14) kann man etwa iibcr den in der Fig. 65 
niit 1 bczeicliiicten Wcg nelimen. Man kann es statt dessen 


Fig. 6B. 



ubtir auc.U nacli dom Caucdiy’schen Satze iiber den Weg 2 
neiiinen, und oin urn den Punkt berum gefiilirtes Integral 
binzufiigen. Man erluilt so, -wemi man der EinfachUeit halbcr 
/i 1 HOtZt ] l?d. I, §. 48, (2.)j: 

( 15 ) su s.- « i [fr“ -\~ 

wo jotzt das Integral iiber don Weg (2) zu nehmen ist. Dieses 
Integral kann alter in ein geradliniges verwandelt werden, das 
von — 1 bis — 00 und dann von -f bis -|- 1 gebt. Macbt 
man die Substitution 

(16) th ” yt 


+ 1 

r (Wi"’' — Wi) dw-i 

J -|- iOi — 2cosyi + 


so gebt t auf reollom Wege von 
nach (9) 

(17) Hi, = ~~ 2xie *y — 


— 1 bis “1“ 1 und man erhiilt 


+ 1 
r 

I t -j- — 2 cos ^ 


cU. 


t./ 

— X 


Hierin ist die Potenz fUr positive Werthe von t reell und 
positiv zu nehmen, wahrend filr negative t reell und 

positiv ist [nach (16), weil auf dem Radius ac (Fig. 62) 

positiv ist], Man kann demnach das Integral (17) auch so zer- 
legen; 





}. 172. Hcsondoro Falle. 4 g 3 

Uni (loii (uiiiiichstoii I'all zu botriicliten, nelimen wir ex, = 1 , 
ilso 111 ” n — 1 , t(i = w, — i-i, und crhalten durch Integration 
inittolst Zorleguiig in I’artialhriiche : 

:3) - " < — u (< -- y)- log 

und liiorauH erlullt man die Gleichungen fiir die freie Grenze, 
wenn man i — c setzt, 

Au 8 5^. 171 (ID) orgiebt sicli fiir diesen Fall 

(4) or.u — av -- ~ 2 — Trsiny — 2 cosy log tang 

yi, y,- — 2 « cosy, 

und ea ist also, woriu y zwisolioii 0 und itj‘l liegt, y^ < y,,, und 
wenn y zwisidinn 3r/2 und n liegt, yi, > Fiir y = jc/2 ist 
!/,, — y,.. Die. DifToronz x,, — Xr wird fiir y — 0 positiv iinendlich 
Kig. fiO. Fig. 67. 



H ' 




und ist iifigativ fur y 3C/2 und auch nooli fiir y = n:/4. Die 
Figuren (i6, 67 zeigon dies Art der Stromung, von denen die erste 
(itwa ftir y ■ ■ jr/4, die. zwoite fiir y — w/2 gilt. 

Dor Gronzfall y 0 (obenso y — %) bedarf noch oiner be- 
soudoren Ikitraohtung; in diosem Fallo bleibt nur oiuo ins 
Unendliclio verlaufende froie Grenze iilirig. Betraoliten wir der 
Minfachhoit hnlbor nur don Fall « = 1 , so konnon wir das 
llesultat auH der Formol (8) ableiten: 

( 5 ) ^ ™ 2 log (i 1) ^ „ 2 log ^ ■ 

So lango iv roell ist, und zwischon 0 und 1 liegt, ist .« = x + fji 
reoll, und x geht von — <x zu -|- 1-®! zwischen 0 und 

— 1 gelegen, so erhfllt man don Worth von g, wenn man einen 
Halbkreis im positiven Sinne um dan Nullpunkt beschreibt, und 
findot also 

Wenn w von — 0 bis — 1 gelit, so geht x von -j- bis 
1 —2 log 2, und y bleibt constant = 2ix, Betzen wir endlich 
«i rrr 80 ergebon sich die Gleichungen der freien Grenze: 
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Wh- l,o.cteli„ke„ die Aufgabe nicht wesentlich. wem «r 
lehinon, dais die begrenzeiidea Bbgen vra W Halbkteise seien 

'»• Fig. 
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Fij?. 78 . 


Fig. 72. 
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Fig. 74. 
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Fig. 76. 
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"well wir durch die Substitution w = andere Falle auf diesen 
zuruckfiihren konnen. 

Eine solobe Halb-Ringtlache wollen vdr so auf eine t-Halb- 
ebene abbilden, dass den Punkten abed die Punkte 

t = 1, “1“ l/^^i l/^i 1 

■entsprechen , worin x ein eebter Bruch ist (fig. 74, 75). Diese 
Abbildungsaufgabe ist mabe verwandt mit der, die wir im §. 143 
^68 ersten Bandes bebandelt haben , und lasst sich wie diese 
durch Theta -Funotionen losen. Wir wollen hier aber einen 

Kl»m*nn-Web6r, PattloUe niftoronUalBleiohuiigeii. U. 80 
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l>a tf' ill d«*r «ni 4 vrr»rlm'in»t«l, m bs 

0(< j nnr in ufswsdlx'h -su'r.lrj* . n» 4r!»«*n iltr/dl at 

i>in}li«'li wir«l «»«4 katsd tiwr »«.» jii .l«.ii Vt*r*wri!{aH» 

pHnkti.« ,-: 1. ’ 1 »t tv** ft ii 4».’ tj.twirMttiiR ¥« 

isi d«r «lr« I ron d^r tori« 

If ' • r, ^ i ■ f i'.fti ;• <• s i k < • * •}» 
wnfin fijj '¥mi ^?ill %’ot'..c‘lMr.|4''i4 >■ w.d piisr.iH lisslksft 

)tt d^r t'Kin’M*' ntn d»’ii f’sinls? i ‘'ift I/Milsttf ntn A 

i*u$ikt <1 in dt?r nhof 

ti w 

' * ■ ^ ,11 

fiir I 1 widlh'it W«'‘iht, {!» far «lio st«l»r®n A 

I’nnktu* ft, r, d si!*, m dwi* 

('i) O ' <i “•> 

in d«>r amisen «n»4lirl» and i*i- 




). 17;1. JJeiBi>iol HI. ^07 

l-'iir / r~- •/ hilt, wits aiiK dor Bynmietrie hervorgeht, w den 
Wertli />s, mill (hi (lioHcr I’liiikt kein Verzweigungspunkt isti 
30 heginiit die Kiitwickidung von w ~ ir.i nach fallenclen Po- 
tonzon von t init dor — 1"''' I'oteiiz, folglich die von dw/dt m\t 
dor -- 2“”' Potcnz, und die von 0(t) mit der — 4*“ Potenz von 
I, Dio h unction (2) ist alHo ini Uiiondlichen endlich, und muss 
dalior glcicU isinor (lonstanten C* sein. 

Wir orhallon iolglic.li aus (1): 

i/loga’_ C 

(it 1 (1 

Zur ]ii‘.stininiung der Oonstanton 0 und x und einer additiven 
OouHtantc dor Integration hat man dio zusammengehorigen Werthe 

/ ■ — ± 1, w =■ ± 

(‘0 / I 1 j. 

'• '' t — i W — ±ri. 

Diizu koinmt noc.h, wie man wiedcr aus der Symmetrie scliliessen 
kann, das zuHarnrncngehiirigo Worthepaar 

(5) t 0, w ~ iti. 


Derimaeh oriialteii wir 


Vfi — p) 


Setzt man nooh in tlhlicher Weise 



dt 



— xa < 2 ) 


dt 


yd 

^P)(i 

— X® t 2 ) 


und bostimmt die Vorzeichen so, daas K und K' poaitiv sind, 
80 folgt aus ( 4 ) und ( 6 ): 

iOK 

i6'/£' = log~\ 


80 * 


lit a-T t'liiHimiiiii wml 

rnirli 

1 . 

( 1 1 M f Hi li ^ . ‘ ' • • ‘ I , 


wuniuh iii;iii AtiMlr'ii^kr r .f u' '•• !■ 
c^rlu4t^'ij kiUsi^. 

Hat iiiau t I 

g«*ftllltl<*ll* m 111414 .U' '^Hr= ,-M 

t ll!l«i rlisilirii I ||tj4 i ::; 17 i ■ :I 


iini!.- ,i,.rTbta. 
ii ,ts!i <!if i'Hbtne 

s < I *i!K*t)oii voa 

■*»/' -’ti. 


d 
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ZwoiiinclzwanKigstor Abscluiitt. 
Fortpflanzung von Stosaen in einem Gase. 


§. 174 . 

Differen tialgloichungen fiir ebene Luftwellon. 

Wir wendtin uns nuii zu don Problemen der Bewegiing gas- 
fdrnngt'r FluHHigkoiten, in denon dio Dichte (f als eine ge- 
gobwu! Function des Druckea betracbtet wird. 

Dies Differtsntialgloicliuugen , die in diesem Falle die un- 
bokanntou Funcstioiion, namlicb die Diolito und die Componenten 
der OeHchwineligkeit, beatimmon, sind nicht linear, und ihre 
Intesgration biotot daher grease Schwierigkeiten. Es aind zwei 
Wego oingoHchlagen worden, um diese Ditferentialgleichungen zu- 
gilnglich zu inachen, und physikalisch rerwendbare Rosultate 
daraus zu zieben. Boi dom orston -werdon die Geaohwindigkeiten 
und dio Diciitigkeitsandorungon der Gastbeilchen als unendlich 
klein angoaehou, und man flihrt duroh diese Annahme die Diffe- 
rcntialgleicbungon auf lineare zurUok, die in speciellen Fallen eine 
Integration gewtiittcn, duroh die dann die wabren Vorgiinge mit einer 
gewisBon Annhlierung dargeatellt werdon. Die mathematischen 
HUlfBniittel, die bierbei anzuwenden sind, sind wesentlicb die- 
selben, die wir im fUnfzebnton Abschnitte auf die elektromagneti- 
schen Schwingungen angewandt haben, und wir gehen bier nicht 
mehr darauf ein. 

Mathematisch von weit hoherem Interesse ist der Weg, den 
una Riemann eroffnot hat, der in gewiaaen, beaondera einfachen 
FilUon die allgemeinen Differentialgleichungen ohne Vernach- 
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§. 174. 


lassigung integrirt hati). Wir versuchen, im Folgenden ein Bild 
und einige specielle Anwendungen dieser Dntersuchungen zu 
geben. 

Die vereinfachenden Voraussetzungen, die wir machen, sind 
die folgenden. Wir sehen zunachst von der Wirkung ausserer 
Krafte, wie z. B. der Schwerkraft, ganzlicli ab. Der Einflues 
solcber Krafte wird in der That bei Vorgangen, wie es die 
Schallschwingungen in der Luft sind, unmerklich sein. 

Wir nehmen femer an, dass alle Bewegungen nnr parallel 
mit der x-kxe erfolgen (longitudinale Wellen) und dass der Be- 
wegungszustand in alien Punkten einer Ebene, die auf der x-kxQ 
senkrecbt steht, derselbe sei, dass also Gescliwindigkeit und 
Dichtigkeit nur von einer raumlichen Coordinate x abhangen. 
Wir braucben bierbei diese Ebenen nicht als unbegrenzt anzu- 
nehmen, sondern es passt diese Annabme auch, sofern man von 
der Reibung des Gases an den Wanden absieht, auf die Be- 
wegung der Luft in cylindriscben Bohren, z. B. in Orgelpfeifen. 

Von dem Einflusse einer Begrenzung in der aj-Richtung seben 
wir gleicbfalls ab, denken uns also die Robre, in der eine solcbe 
Bewegung.vor sicb geht, als unendlicb lang. 

Den Druck p .nebmen wir als eine gegebene Function der 
Dichtigkeit an, und setzen 

( 1 ) P = 9{q)- 

Insbesondere verfolgen wir die beiden in §. 142 unterschiedenen 
speciellen Falle: 

(2) <p (p) = a® p, 

wenn wir die Temperatur als constant annebmen diirfen (iso- 
tbermiscber Zustand, Boyle’sches Gesetz), und 

(3) <p (p) = pic, 


Ueber die Fortpflanzuiig ebener Liiftwellen von endlicher Schwingump*' 
■weite, Abbandlungen der Gdttinger Gesellsohaft der Wiasenschaften, Bd. 

1860. Riemann’s Werke, zweite Anflage, S. 166. Vergl. ein Referat von 
Christ off el, Fortschritte der Physik, Bd, XV, S, 123. 

Unabhangig von Riemann und ungefahr gleichzeitig ist eine XJntec- 
suchung von Earnshaw (Philosophical Transactions 1860), die das Problem 
in ahnlicher Weise angreift, aber nicht so weit fuhrt. Ein Versuch einer 
Yerallgeinemerung ist von Lipschitz gemaoht (Orelle’s Journal, Bd. 100^ 
1885).. 


■ I'*''- viin IJiiHtutiffkoiteii. 47I 

'(>im dtiv VorKuiiK uIh iuliiiliatisc,!) boiriic.litct wird, woriii dann ?c 
oil \N orth l,4l()l liat (I’uiHstin’scho Aniiahmc). In beidon 
’illloii int It oiiio Oonslanto. 

Daiiii oi-Koboii sicl. auH S- Ho (2) und (4) fiir die beiden 
iibok.'uuiten Kmictiouon u mid (i dio Differontialgleicbungen: 

„ri‘ ™ 

( ( ( a' ^ ’ 


Xtiliuioii wir fill' t 0 dio Functioiieu u und log 9 als Func- 

;ioiifii von r als gogolioii an, ho erliillt man aus ( 4 ) die Diffe- 
,’eiitiabinotiontoii i ii/rt, r log(i/Wi fiir t r-^ 0 gleiclifalls als ge- 
'obeiio Fuiiotioiioii von m, mid dtiroli fortgesctzte Differentiation 
nacli I kami man aucli dio liiilieren DilTcrentialquotionten bilden. 
Deniiiiicb kaiiii man uritor dor Vorauasotzung doa Taylor’sehen 
LoiirKutzoH dioHo Fuiiotionon iiacli I’otoiizon von t entwiokoln und 
dio Kiilwickolmigscoidlicienton Kind eiudeutig bostimmt Die Ein- 
iloutigkoit dor Liwuiig ist hiorduroli almr nur so weit erwiesen, 
Ilia diimo VornUKHotzmigon zutroll'en, und wenii Unstetigkoiton 
ointroton, ho wird o« in dor That untor Umatiinden mehrere Zu- 
Ktiirido goboii, dio don Dodingungen dor Aufgabo formal geniigen, 
wonn amdi von diosnn vorauHaichtlioh nur oiner physisoh mdg- 
lioli iat, 

I'elior dio Ftuiotion wollon ivir im Allgemeinen nur die 
I'oruusHtitzuiig miichon, dawK aici rait waoliHondem g ■wachst, d. li. 
diiHS oimi Htoigorung de« Druokoa itnmer mit einer 
Voluiiionvorniindorung vorbundon iat. Dann iat ^'(^i) 
poaitiv, und da iiaoli doin Fundaintmtalaatz der Differentialrecbnung 

( 6 ) 

Q^ ™ gj 

iat, worin 9 ,, zwei voraohiodimo Wertbo von g, und g' ein 
zwiKclion ilinoii golognner Worth iat, ao iat auoh dieser Quotient 
pfmiliv. Deagloiohon iat g aolbat, aoinor Bedoutung naob, positiv. 


§. 175. 

Forlpflanzung von Unatotigkeiten. 

Aus don Differontialgloiahungon (4) Bind « und g als Func- 
tionen roii x und i za beBtimmen, wonn diese Grdsson in eiiiein 


Au^ri44i. k r M „iU i’liu 

rlh 

I 4 '* 

1 m i. 

k? ^ ^ “ 


i 

!j = a 

Mrfl Ir? 

>h . . 

’-ii’ll /1||3.M ir-4 

..!l. 


= u 

kt* t J .5 i 

hipL vu»- vur ^»|«.;itr.r 

m- 

la-li 


If. 

V4|. m3 { 4,^4 


4-r /= 

all 

ji n -1 

lltiliriJ %'uij i yhr|>Jr‘ia-|j, 

V.. 

X J j i-l :i 



n‘ijtia!|ili'i'i'litiiig«*ii mU-m iih 

lit 

jn^'Fr , 

, niii ; 

.i.-h i 


Mial. Sina 

■ ^ 

iim 1% 
i^'i !j#’i’«^ii V^rl^ol 

«irT FMlirfjOllrii ^11 |«-4|lltri.sr|i liU' f llr-.^^^U f>j}| 

ilr’iriKlil 1111,^^11 ifirr Fn'ip!l;iii/i4H|f 

Ki H’S IlFil /lir Xa^II I X I WsI 

Ftiii«*lii»iieii II tifi^i |i lui*^!'' !i.^* i,i 1.^*1 %i I r 

niivlihl M II , 4 II H « I «• li r 3 II i4 >■ h I n % ! 1 1 ti k sm la i ||1|| 

I' I ii li «’ 1 ! 1 1 « ji ^ 4. k. iiliiif? III III r' k r f ^ ^kiili* 

ntrllrii / !i lli^'slrn, tn i ! 4rr /»ril tat Oi^ 

«l|pf^rr 3 h! , hu4 4i«'% g'i^itiiii ^iir^l ^ 

irarliltiiigt:^ti^ 4i«" 4riir'ii m^i4, mt-% w<4».'!pmi tii-*! 

Wir lp-^ii®ii4iiirii mil m-^, 4if^ 4«-f FtjrirlifiiM!|i | 

ftir s x=v I 11 mill mil 4i.r Wrtik*^ 

an ihf Hli4lt | t ir-mhnm'nu^ «lf nirfi 4i^ 

»tnligki*itel41f" mil #iii^ 4f lii^ ttfife 

mi{m%liMmt4m ll«^4ifii«is;i|ri'i 4rtirki 4if^ Foiiini^aitai im Mi^ 
7 li^ Wir is^rlfcsr-illttfi flt*f 

im-i-g pM'dMmtt i'flmirf (#|%| mi 

t|i|pr%X'|;s|;i|! 4*^f 4.|«’ I 

^ i ^’4 .4 f ^ *H »*» »‘!al»::»li, l<t« 

’i ^ j*' <it«»r ♦mpmlln’h ll<»h« J'|—ii 

lil'"ii, »i| l>?»t»1> 4 p< *irun»ii^jldh# « 

l>.*j f, }i(wt ,« 4«r &SI rfi 4i.^ iH*mm»r m, m,lt m liw 
(4‘Utid»r win, wful •luffti 4»« liinWitK'lw m Iwt #, »li8 t#M» 

W»^ SM«. ffc«;|> fi»ew|fj|| ii(j Iti 4<*»l fttM 

{‘jrttBdi*? iit 

(% p, «,f,|M«ir 

til rf| i« Mi“tl»l tls** |l|* l»lJiik«''Sl f ifj ttfl4| 

(bin »af loiii# iiii»*tiilli(;ii Mt»g«-)«iii*4<*rt flijfcb f| sri 

ebitniw miu^hm f J 4| t«,4 r, h }„ 4ir Hif«ek# 4| 
iit ab«*r 4i« tJidjtifif*»il *m f, mi f, ««*»!»«-j|«ii. ttti4 4MMMk 
mvm life #tti«(triMl« Uwmm gl#i. 1 i 

<f» fj|«irf| 
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. iTfi. Kort jfflaiizuu^ vein UnHtetigkeiton. 


.ein. ni(‘ruus (‘rgielit Hicli lUc crate Bediiigung: 

;i) (i, y, — lu (()i _ ,oj) 


lie aucli fiir negative f/| uiiveriindort gultig bleibt. Die Ge- 
sebwindigkeiUni der GasraiiKse sind (bis auf xinendlich Heine 
Grbssen) in dotn Cylinder (xi x.j) ungeandert geblieben, ab- 
gosehen von der Hobiebt Setzen wir 


( 2 ) 


0 ~ u — 


dV 


BO ist V die relative (1 (iKeliwindiglcoit, mit der sich ein 
(lastboileben, das die OoBcbwindigkeit tt bat, gegen die Unstetig- 
koitsstelle bin bewegt. Dio Bedingung (1) liisst sich dann auch 
BO Hcbreiben; 

(;•!) (>i Vj = ()a Vs, 

nnd CH iKt 

(4) QiVidndt == q^Vitadi 

die (JaBinaKHu, die in der Zoit dt in der positivon Uichtung durch 
die lin8totigkeitaHleU(! wtlbrend doren. Bewegung von | nach 
hindurcbgedruiigen iat. Die Gescbwindigkeit dioser Gasmasse ist 
also von in Mj, i'lbergegangon, und sie bat also die Goschwindig- 
k(‘it8Zunabino lOj — iti = — Vj erfabren. Die Kraft, die dieson 

Gosebwindigkeitsmitorscbiod bewirkt bat, ist aber der Druck- 
unteraebied 

(5) (Pi - OJ. 

Naob tnnein Grundgesotz der Moohanik ist aber, wonn eine 
StoHskraft wabrtnnl einer unendlicb Ideinen Zeit auf eine Masse 
wirkt, das Product aus der Kraft und der Zeit gleioh dem Pro- 
ducte auB der Masse und dem Gescbwindigkeitszuwachse, und 
68 ist also aus (4) und (6) 

(Fi — s= (vg — Vi)QiVi(odt, 

woraus sich, wenn p = 99(9) gesetzt wird, die zweite Bedingung 
ergiebt: 

(6) 9(^1) — 9(ps) = (<^5 — 

Aus (6) erhalt man, wenu man V 3 durch (3) eliminirt: 




ZweiuDdzwaDziffster Abschnitt. 


x i/ii y(gi) 
F ?2 Ql 


i/Pi! 9(^)i) — qoCPs) 

(7) ... -cr~~ ' 

- -^i/gi y(gi) — y(g 3~) 

9a-«>2 

und in diesen beiden Ansdriicken muss das Vorzeichen nach i | 
iibereinstimmen. Aus (7) erhalt man endlich durch (2); 

(8) ^ = «. + jsi yfe) - 

^ Ci[i Ml ipi — Pa 

= ± i/^ y.(gi ) - y (g ]I 

r p-i Q\ — Qi 


woraus noch folgt: 


W2 ± (p2 


F (>;?2(9i->2y 


Gelten die oberen Zeicben, so ist d^/dt grosser als % 

% ™d die Unstetigkeitsstelle bewegt sich, relativ zu der 
masse, in der Richtung der positiven ^r-Axe* Aus (9) folgt, 

Ui — % und — ^2 das gleiche Zeicben haben. Wir 
in diesem Falle die Unstetigkeit einen vorwilrts scbreiteii4t|. 
Stoss, womit nicht gesagt sein soil, dass d^/dt positiv 
miisste. 

Gelten in (8) und (9) die unteren Zeicben, so sprechen 
in demselben Sinne von einem riickwarts scbreitendtt 
Stosse. In diesem Falle babeii Ui — % und — p2 
gesetzte Zeicben. Wir haben hiernacb vier Falle zu 
scbeiden: 

Vorwarts scbreitende Stosse: 


1. Ui — ^ 0, 

2. < 0, 


92 > 0, Verdichtungsstoss, 
92 < 0? Verdiinnungsstoss; 


Riickwartsschreitende Stosse: 

3. '^1 — % > 0, 9i — ^2 < 0, Verdichtungsstoss, 

4. . u-y — % <C 0, Qi — 92 !> 0? Verdiinnungsstoss. 

In den Fallen L, 3. bewegen sich die Gastbeilcben zu 
Seiten der Unstetigkeitsstelle gegen einander, und die dW- 
teren Theile folgen den weniger dichten (in der Richtung ^ 
Fortschreitens des Stosses). Es werden die Gastheile, die 
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I7(i. iiarticularo Liisunp. 

erri Stosso wordcui, ohio plotzliche Verdichtung 

rfaUroii. 

hi don Fiillcn '2. und 4. licwogcti sich die Gastheilchen zu 
eidi'ii Soiton dor ('iiHti-tigkiutHstcllo aus oinandcr. Im Fort- 
cliroiteii dim StowcH ort'alircn die Gastlieilo oine plotzliche 
^erdiinnung, Wir wonhm Rjiiitor nooli sclien, dass die Ver- 
luniiungKRtiisHO in der Natur iiiclit vorkoramen. 


176. 

Kino partioularo Liisung. 


Wir wnUon nun don allgomoincn Differentialgleicliungen fiir 
lie Howogung duH (lascH: 


( 1 ) 


() It 

Vi 


\ U T 


r> u 

Vr 


— — <p'M 


d log & 
dx ’ 


h log p 
■<}t 


'dlogp du 

d X d X 


unler dor Hpeciollon Aunahmo zu goniigeu suchon, dass u eine 
Function von p alloin Hoi, Unter dieser Voraussetzung er- 
goben din (Hoichungon fl): 

cil ox y '^''^'dx 

hlogp . dlogp du 0logp 

(}t dx d log p dx ' 


C-^) 


du f 
d log p ' 


und daraus orgittbt Hicli, wonn nicht p constant ist: 

0) 

Wir flihren oine Function /(p) dutch dio Gleiohung ein: 

(4) /fpl ™ 

worin die Quatlratwurzel positiv genomnoen und die Integrations- 
constantc irgendwie festgelegt ist Es wird z. B. fUr das Boyle’- 
sche Gesetz [§. 174 (2)|: 

(5) /{p) = fllogp, 

odor fUr dw Poiaaon’sch© Qesetz [§. 174 (3)]: 


tt. III. wir mil r vum UHlHtlUite 


IhiiiU :uis f.M, 

lir/jic-lan'ii : 

(T| ■' 

wiiriii drr ht^i4t»ii /ri-i h^'ii 1 olmrs winl 

n iiiit war}jm!ij4riti u inr «l:r4 utd'^-r^’ Di?r 

eniH^ Fiil! gvht ill 4rii ;iUilrrim ul^-r, x 4ii«*!iiiinf sat. 

gmimmmni ^i.r4, ti!j4 l^^uh‘ ! ullr mml .ilnii 

wimeiitlidi v«:*riiriae4riL 

Fiilireii wir iitiii AisiiiihifN'- in «lif^ /»r-iir UFnrtiuiig (2| 

f^li. mi ^irli 




t |l 

f I 


, * I" 

•J tl ^ I f t : 

t « S' " f' J 


II, 


wuriii tk« Varwit }i* ji imt 4«>ii! \ in iTi i»l»*r»>j}«tii«roett 
mutw. Fiihrii'!! wir Iannis ‘ii*’ l uiH lion 


(yj tj -r-. H ■* Vf’H') ■ ' * ^ <■ 

nin, Ml erhalkn wir, wi'W! «ir «ut multiiiiicirtB, 

fiir » die l>ifferentia1ulp»r}»««8' 
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*'!». Kiiu* jmr ti cu 1 jir i* 

7,ur VcniiischiUiliclmiiK (Iouk(!u wir uiis x tind t als recht- 
Ijliffti I’lKinliiiutcii iu eiiii'r Fdioue, uiul verlaiigcii, dass als 
ic-tidii (U*s Ortcs in <U!r den iKisitiveu Wcrtlicii von t cnt- 
•chfiidcii IlallKilii'Uf iH'slinunt werdii. Dann koimen wir der 
irhuiijj; (i;!i den Ausdruck dass jtsdem coustanten 

i IK' (1 1 ‘ I'itd e (14i futspi'iclit, dass also dio Function 
ini'll I'lUiHlantini Wort-li )/, den sin in eiiiem I'unkte 
t' hat, auf filter Kcradcii kiiiie yon dcr Gleichung 

) x- ti't—x' Ij't' 

veriindort iinlialtc'ii hoIL Auf dicser Geraden er- 
H sifli nacli (II) uiid (12) imeh cin coustanter Wertk 
van ( 1 , luid also nach (7) uucli oin constanter Werth 
von II. 

Hildet clifKf l.iiiif init ilcr a;-Axe dun Winkol ■fr', so ist 
>/' — cotaiig 

DifHi' tieradf int hIho um ho stiirkor gogen dio a: -Axe ge- 
igt, jo grtwsf'r tf ist. 

Nacli ujiwjfor VnrnUHsot/.mig ist »/ r- auf dor ganzon ,a:-Axe 
^obon, (aiiiHlnuron wir also von jodoni I’unkto Xd diesor Axe 
.H otiio (iermh* mitor dem durch 

colnng tto ' 

istimwiton Winkol, ho bh'ibt dor gogoborus Worth ijo dieser 
eradoM orimlton imd ist iu jodom I’unkto oiudeutig bestinimt, 

. laiigo sioh nicdit zwei Hcdolui Goradon in oineni Punkte schuei- 
»ii. Dios tritt auf tier Hoito dor positivon t niomals ein, wenn i/o 
tu! jiiit waohaoinlom wuchsendo Function iat, und dann ist 
ISO f/ oiiideutig und idlgomoin boatimnit. In andoron Fallen 
ordon dio Gorudwii fiir jHiaitivo t nine Enveloppo haben, die 
noli (14) durch ilio boidon Oltncbungen 

x-T- (r(v) — nf^'in) 

ftrgastnllt ist, imd dio Likung iat tiur in dem aussorhalb der 
invol<j[ip« golegenan BtUcke dor a?(-Ebeno eindeutig bestimmt 
Fig. 74 auf Hoito 4116 des nriten Baades). Im Inrieren der 
Inreloppe wtirde miser Vurfabren zwei verschiedene Werthe von 
f geboa, und in diowro Theila der Ebene sind also u und q 
i 0 oh niebt bestimmt, Wir kOnnen im Allgemeinen nioht eirnnal 
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sagen, dass in diesem Stiicke die Voraussetzung, dass u 
Function von q ist, noch aufrecht erhalten werden kann. 

Wir wollen noch ^en besonderen Fall betrachten, dass f 
der a;-Axe eine gegebene Unstetigkeit bei x = Q hat, und 

flir t = 0^ X 0 sei t] = 

,, t = 0, X ^ jj '^25 

dabei wollen wir annehmen, dass oji und Constanten self 
Wir haben zwei Falle zu unterscheiden: 

Erste Annahme % <CV 2 - 
Bestimmen wir die Function tj durch Construction der 
raden Linien (15), so erhalten wir zwei Gerade (0, 1) und 
deren Neigungswinkel 'd’l, O-g gegen die ^r-Axe durch 
(16) cotang O’! = cotang 0*2 = ri 2 


Fig. 77. 



bestirumt sind (Fig. 77). Es ist rj constant = in dem 
( 0, 1) und = in dem Sector (2, 0, --I- oo). In dem 

(1, 0, 2) bleibt Tj noch unbestimmt. 

Man findet aber sehr leicht (vergL Bd. 1, S. 600), dass hm: 
der DiflFerentialgleichung (10) in diesem Sector durch die A^ - 
nahme 


(17) 


-j =z cotang'O’ 


geniigt und diese Werthe von rj schliessen sich an den Lini» 
1) und (0, 2) stetig an die constanten Werthe 
Hier konnen wir also eine fur die ganze Halbebene stel^ 
Losung finden. Nach (8) ist 

aiogp -_^giogp 

und dies ist nach §. 145 (1) die Aenderung von log?, auf 
Zeitemheit berechnet, die ein bestimmtes Gastheilchen erleite. 



I 170 . 


Eine particulare L 6 sung« 
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acb (4) Tind (9) ist aber log^ eine Function you und es ist 



nd daraiis folgt: 




d t 


dx 




+ u2<£}’ 

d log Q 

olglich, wenn tj durch (17) bestimmt ist: 


cZlog Q 
dt 



xlso nach dem Boyle’schen Gesetz: 

d logji _ ___ j. 
dt t 

and nacli dem Poisson’scheii Gesetz: 


cZlogp _ 2 

~dr' ~ (ifc+i)r 

in beidon Fallen ist also dlog^jdt negativ, d. h. die Dichtigkeit 
nimxnt in jedem Gastheilchen ab, mid es breitet sicli also yon 
del' UiiBtetigkeitsstelle aus eine stets breiter werdende Ver- 
diinnungswelle aus, deren vorderes und binteres Ende mit 
constanter Geschwindigkeit fortscbreiten. 

. Dainit dieser Bewegungszustand mdglich sei, kdnnen die An- 
fangswertho -Wg, (>2 nicht ganz willkurlicb gegeben sein, 

sondern es muss zufolge der Gleichung (9), die in dem ganzen 
Sector (1,0 , 2) und also auch an dessen Grenzen erfiillt sein muss: 

(18) = «i ± V 9' iQi) — ±/(Pi) ± + c, 

1 J 2 = Ms ±i9'{h) = ±i^{Qi) -H c, 

also 

(19) Ui — M 2 = + [/(Pi) — /(^a)] 
und ausserdem wegen »ji < 

(20) Ui — Ms < (W(Pi) — V 9'(Ps)) 

sein. 

Fiir das Boyle’scbe Gesetz werden diese Bedinguugen 
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\ — % = + ^ log 


til ™ li2 < 0 , 


und fiir das Poisson’sclie G-esetz: 


t 2 a y fc 


^>1 — ^>2 


a y 7b 


^1 


.•also ist, da 2/(fc — 1) > 1 ist, nach beiden Annahmen ~ 
negativ iind fiir den Fall der oberen Zeichen kleiner als 
fllr den Fall der nnteren grosser als ^ 2 - 

Die Gastheilchen werden sich also an der Unstetigkeit^e" 
Ton einander entfernen; die Unstetigkeit lost sicli anf, un4 m 
geht von ihr, je nachdem die oberen oder die unteren Zek^t 
gelten, eine vorwiirtsschreitende oder eine ruckwarif* 
schreitende Ver diinnungs welle aus» 

Damit. ist wieder nicht gemeint, dass diese Welle im ^ 
•soluten Raume vorwarts oder riickwarts schreitet, sondem Mm^ 
dass die Verdiinnnng im Fortschreiten die vor ihr oder die hial^f 
ihr liegenden Gasmassen ergreift. 

Zweite Annahme 

In diesem Falle wiirde die Construction mit den gei^fe. 
Linien in dem Sector (1, 0, 2) zwei verschiedene Werthe von ^ 
;geben. Dieser Widerspruch kanii nur dadurch gelost. 
dass von der Unstetigkeitsstelle eine Unstetigkeitslinie, aly - 
ein Verdichtuiigsstoss, ausgeht, der den Bedingungen des §* ITS 
geniigen muss. Diesen Fall werden wir im naclisten Paragrap^m 
-allgemeiner erledigen, und brauchen daher hier nicht 
• darauf einzugehen. 


§. 177. 

Das Riemann’sche Beispiel. 

Diese Resultate gewahren die Mittel, um das von Riema»» 
gegebene Beispiel (Art. 7 der Biemann’schen Abhandlung, ^ 
■sammelte Werke, S. 168) allgemein durchzufuhren. Die 
mann’sche Annahme besteht darin, dass zur Zeit < = 0 mm 
■Gasmassen mit den constanten Geschwindigkeiten und DidWI^ 
fkeiten Mj, Mj, an einer Ebene x = 0 znsammenstosBSfc 




(! .77. 



I'uH Uiciiitmu’scho Jiciepiol, 


\ Y wordnii itn FulKt'uduu fiir ullo Anualmion iiber diese Grdssen 
e c Li'tHUiiK der DifTi'rcutiiil^leifhmiguii iuiclen, die fiir t = 0 stetig 
i dicH(‘n AidiiiigsxnKtnud iihci-gtdit, und die iiberall, wo sie un- 
H tig ist, di'ii iiu 175 ciitwickolton Gesetzon geborcht. 

Zui- Krlci.dilcnnig der An.schauuiig belialten wir die Dar- 
e illiiiig von X und / durch rwlitwinkelige Goordinaten in einer 
] leiiii bci. 

Die Limnug diuKt'r Aufgubo erhalten wir aus der einfachen 
. iinerkuiig, ilie tludls evident iat, tlioils sich aus den Be- 
) icditungcn dcs vorigeu Paragraphon 'crgiebt, dass die all- 
■niuineii Difi'erentialgleiehnngeri doa Problems in einem Theile 
■r ^/-Kbenc bei'rituligt aind, wenn 


n) 

h) 


II und (> eoiiHtaut aind, 
die beideii (ileiclmngen 
i‘ “ :1 ./'((» I + c, 

X 

i 


u — j 4 


orin 


J'(&) 


I f§. 176, (4), (7), (9), (17)] 

agleiclt batViedigt siud, und wir zeigon nun, dass sich alle 
liiglitdikeiteu nnter den folgerulen vier FWlen unterbringen lassen. 

1. Zwoi VertlichlungsaloBHe: 

Annahnun Von der Unstetigkeitsstelle laufen 
zwoi Verdiehtungsstosse mit constanter Ge- 
ac'liwitidigkeit, der eino vorwarts, der anclere 
r Uekwilrta. 

Fig. 78. 
t 



"41, 


Vor dem ersten VerdiclitungsstoBse bleiben die oonstanten 
Wertlie Ms, Qt, hinter dem zweiten die oonstanten Werthe «i, pj, 
zwischen dieseu hemchen eonstante Werthe p' der Func- 
tionen «t, die noeh za bostimmen Bind. 


I 
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Sind li, la die Abscissen dieser Verdichtungsstdsse, » 
(Fig. 78 a. V. S.): 


= cotang ■d’l, 


cotaug'9’2. 


Nach §. 176 ( 8 ) ergeben sich hierfiir die Bedingungen: 

, . „ \Iq' <P («'0 — <P 

cotaiig^a = % - |/ ~ 

— _ l/^i y (g ') ~~ 7 ^ (Pi) 

F P' P' — Pi 

„ „ I l/p' 9>(P') — f{Qi) 

cotang ^2 = + F ^ Q' - Pa ^ 

” p' — Pa 

und zu4eich muss, da wir Verdicbtungsstosse haben woll^. 
grosser als pi und pa sein. Bemnacli engiebt sicb aus ( 2 )* 

l/(p' — pOLP’Cp') — 7>(pi)] 

^-“==F p'p"^ ’ 

, _ 1 / (p' — Pa) [<p (pQ — y ( Pz)] 


Vn — w 


u — ila = 


und daraus durch Addition: 

,, « _ i/ (p'- pi)[y ^p') - *p(pO] 

_i_ i/(p' — P2)[» (p') — y(^. 

F P'P 2 

Man bemerkt nun, dass die Function 

(p — pOfyCp) — «y( pi)] 

ppi ’ 

wenn ist, mit 9 zugleich wachst, denn ihr nach 9 ^ 

nommener Differentialquotient 

1[(P(p)-9(Pi)] + -^-=;-^9'(p) 

ist unter dieser Voraussetzung positiv. 

Wenn also grosser als der grossere der beiden 
^ 1 , ^2 ist, so wachst die rechte Seite von (4) mit zu^«^ 



I 177 . Hub llifmiinn’Bo.he lioinpiel. 

ul .‘s folgt, <l!iss. w(-im <lii> (ll.-ichiiuK (4) orfiillbar sein soli: 

1 . «, It., - . 1 /'''’ — 

in nuiHs. hi <lifsf llcdinKimg tiriiillt, so giebt es einen und 
ir <‘ineii W.-rlb vt.ti q'. tlor griissor ist als der grosste der 
■jtliMi unil iliT (l.T Ib-iliiiguiig (4; goniigtij. Hat man o', 

, liiidc-t mail auK oiner dt-r l.cidcn Gleiclmngen (3) den zu- 
3 bi>rig<‘» WiTtb vnn n'. 

Ks ist liior u, -- jiositiv; es miisson sicb also, damit dieser 
all einirete. zii Aiiffuig din bcideu Gasmassou einander ent- 
ligenbewi'geii, uiid zwar iiiit einer Gesehwindigkeit, die eine von 
eii AnfaiigKwertben der Dielitigkeit abliilngige Grenze iiber- 
•breilen muss. 

Alls tleii zweilen lUirHtcdluiigen voii cotang#!, cotatigil-.j in 
1) ergiidit hicb 

eidangltg - cotang 

fie es ill der Figur 7H ungemiinmun ist. 

Als (ir(niy.iall ist noch der zii ervvEhnen, wo 




(fi 


4'J 1 9(511) 

4'i Cu 


fp(Qi)\ 


st, Isl danii (f, so geniigon wir dnn Ileclingungen (3), 

Venn wir p' (»,, a' -- n, setzen, uml tm bloibt also nur ein 

orwartsHelireiteiidnr Veriliclitungsstoss iibrig. Ist aber 
), ■ so lilitilil nur der riickwilrtssohroitonde Ver- 
liehtungHstoss. 

11. Zwei VerdUnnungswnllen. 

Atumliine: Von der UnHtetigkeitsatelle lanfen 
zwei Verdiinnatigswollen, die oino vorwarts, 
die undeni rilckwilrts. 


Wir liiHsen vom Ntillpunkt (Fig. 79 a. f. S.) vior gerade Liaien 
1. 2. .'I, 4 iiriUT lien Wirikeln it,, frgt positive 

£-Axe. jmslituien und nelinien an, in dem Sector ( — as, 0, 1) 
seien «, y cntmUiiit gleicli den gogebenen Anfangswertlien ^ 1 , 
ebciwo in (4, », 1 «) gleicb 4)3, in (2, 0, 8) seien u , q gleich- 
lalls consbint 9 % die aber noch zu bestimmeu sind. In 


*) Fur da* lloyln’iiehe (ieiwl* ergiebt lioh filr q ' eiae quadratieche 
(ileieliiifig. 


31 * 
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§• 177. 


den Sectoreii (1, 0, 2) iind (3, 0, 4) wei’den die Functionen tt, ^ 
nach b) bestimmt, nnd zwar so, dass q im ganzen Gebiete 
stetig sind. 


Fig. 79. 
t 



Es ist also, wenn c iind c' Constanten sind: 
in (— CO, 0, 1) : u = q = 

in (1, 0, 2) -.u = -/((.) + c = V _)_ I , 

(6) in ( 2 , 0 , 3 ) : m = u', ^ = q', 

in( 3 , 0 , 4 ) : u =/(^>) + c' = — ]/ 9' (p) £, 

in ( 4 , 0 , + 00 ) : M = Mj, p 

Die Forderung der Stetigkeit an den Linien (01), (0 2), ( 08 ), 
( 04 ) ergiebt nun folgende Bedingungen: 

1. Mj = — /(9j)-j-c= V y' (Pi) -|- cotang #1, 

2. u' = — / {q') -(- c = y go' (i>') -f- cotang ■9-2, 

3 . u' = . /(^') -j- c'= — y 9'((>') + cotang 9 ' 8 , 

4 . Ma = f{Q^) c’= — y^' (pa) + cotang 9'4, 

und aus diesen acht Gleichungen sind die acht Unbekannten 

c, c', u', q\ 9 a, 9 a, 93, 94 

zu ermitteln. Wir eliminiren zunacbst die Constanten c, 0' und 
erhalten 


( 8 ) 

und daraus 


+/(9') = «i -\-f(Qi), 

«' -fW) = u, 


% - “2 = 2/(p') - /(9^) _ /(p^). 

Da es sich bier um Verdiinnungswellen handelt, so ist o' 
klemer als der kleinere der beiden Werthe pi, Es ist »b«r 
der Differentialquotient 
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10) f'(Q) = 

)Ositiv und dalier /(q) eine mit abnehmendem q abnehmende 
unction. Es folgt also aus (9): 

IL </(^2) — f{Qi) < 0, fiir Pi > p,, 

^tl — % — f{Qo) < 0, „ p^ > Pi, 

also ist Uq nogativ und dcm absoluton Wertlic nach grosser 

als eine von den Diclitigkeiten abhangige Grosse. Es miissen 
sich also hier die Gastheilchen zu Anfang an der Unstetigkeits- 
stelle von einander entfernen. Wenn das Boyje’sclie Gesetz 
gilt, so ist/(p) = alogp und kann also, wenn p klein genug 
ist*, unter jeden Wertb heruntersinken. Wenn also die Be- 
dingung II. erfiillt ist, so giebt die Gleichung (9) fiir jeden Werth 
von ^ll — einen und nur einen Wertb von p'l). 

Wenn bestimmt ist, so erhalt man aus einer der beiden 
Gleichungen (8) den zugehorigen Werth von der zwischen % 
und U2 Hegt, und die Gleichungen (7) ergeben die Cotangenten 
der Winkel '9',, ^21 '^45 d. h. die Fortpflanzungsgeschwindig- 

keiten der Grenzen der Verdiinnungswellen. Man findet daraus 

cotang — cotang 'O’i = — y 9/ (p'), 

(11) cotang — cotang = 2 

cotang ^4 — cotang ^3 = -f- V {92) — V 

und diese Difierenzen sind, wie es sein muss, alle positive). Die 


*) Bei der Poiaaon’schen Annalime ^{q) = wird 


/(c)- 


2 aVk 


uiid nahert aich, weil lc> 1 iat, mit abnehmendem g der Grenze NnlL 
Demnach hat die Gleichung (9) nur dann eine positive Wurzel p', wenn 

tfci — % > — /(Ci) /(Ca) 

ist. iSTS-hert sich Ui — % dieaer Grenze, bo nahert sich der Grenze 
Null, und es treten VerhS-ltnisse ein, bei denen sich unter Voraussetzung 
des adiabatisclien Zustandes die Temperaturen dem absoluten Nullpunkt 
nahern warden. Plier ist zweifellos die Annahme eines adiabatischen Vor- 
ganges nicht mehr zulassig. 

*) Wenigstens wenn nicbt nur 50 (p), sondern auch g/ (g) als eine mit 
0 wachsende oder mit wachsendem g nicht abnehmende Function vorans- 
gosetzt wird, wie es bei beiden speciellen Annahmen uber (p{g) der Fall ist. 
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§' ,177. 

Lixiien 1, 2, 3, 4 folgen also in der Weise auf einander, wie es 
die Fig. 79 angiebt. 

III. Ein Verdichtungsstoss und eine Verdiinnungs- 
welle. 

Aiinahme: Von der Unstetigkeitsstelle lauft ein 
Verdichtungsstoss nach vorwarts und eine Ver- 
diinnungswelle nach rlickwats; 

Qi ^ Qq.' 

Wir ziehen in der ict^Ebene drei Gerade unter den Winkelii 
'^21 '^3 a; -Axe. Die Gerade (0 3) entspricht dem 

Fig. 80. 

t 

^3 


Uo 2 


4- OO 


Verdichtungsstosse, der Sector (1, 0, 2) der VerdiiTinungswelle. 

Es sei 

in dem Sector ( — oo, 0, 1) : m = Mi, q = Qi constant, ^ 

y95'(p)+p ' 



5? J? 


(1,0,2) :% = —/((>) + c 

(2, 0, 3) : = u', Q = q' constant, 

(3, 0, co) : ti = Q = Q2 constant. 

An (0 1) nnd (0 2) sollen u und q stetig sein, an (0 3) iat 
nach §. 175 (8): 
dt 
dt 


o V / 

(12) §1 = cotang ^3 = «' + 


(13) 


Die Stetigkeit an (0 1), (0 2) verlangt: 


y (o') — ^ {Q 2) 
P2 Q' ^^2 


• % = — / (()i) c = y (jp' (pi) cotang 'O’l, 

= — /(p') c = y 9?'(p') + cotang 'O’ai 

und da es sich um einen Verdichtungsstoss und eine Verdiinnungs^ 
Welle handelt, so muss <Z Qi sein. 




7. Uii'miuiii’Bcho Hoispiel. 

Auh (TJ) luiii (l.'ii sich 

- /U'') - -/((».)< 


tl tlarauR 


1 < y' c'ai] 9 ( (>') ~ 9 

I q'q-. 


•)) «, — Hj - ./ (y'j -™ /(Pi ) } 


t/((>' ~- gB)[«p((> ') - (p( 9i)\ 


Din Dillnmutiiitioii nanli <>' zeigt, (lass der Ausdruck auf der 
flitnn Snite von (Ift) zugloi<-li init g' wiichst und er wilclist also, 
ihrnnd g' voii gj Ids p, geht, von eiiior unteren zu oiner obereii 
.•enz«‘. Soil uIho 


gj • - g • , Qi 


in, so muss 


I. - «. V 

r t'l ('a 

lin, tuid woim ilioKe Ilndingiuig nrfullt ist, so giebt os einen und 
ar fiuBU der (Jlnidnuig (15) gonllgenden Worth von g'. Ist g' 
sfundnn, no «‘rgit*bt nine dor Gloiclmngou (14) don zugohorigen 
^erlh von »' nrul Hchlinsslicli erlitllt man aus (12) und (13) die 
i^inkel It,, Itj, <tj. Ks orgiebt sicli aus (18) 

otaugft, — ooUmgfr, — f(gi) -~f{g') f — V 9=' («>')< 

ko jiosiliv und aua (l‘i) und (1.3) 

- »!»..«». - vV(?) l 

,ko oltonfalk positiv, Ks folgon also, wie wir angenommen 
lalicn, tt„ It, von links nach roolita auf einander. 

Hior ergiobt sich der (iroiizfall einer oinzigen riick- 
vilrtslaufendnn Verdiinnungswelle, wonn 

‘h «a — /(<?a) "“/(Pi)> 

md folgUch 

g' ss § 3 , u' =!= «j. 

IV. Dor Fall ©ines rttckvf krtslaufenden Verdich- 
tungM8to*868 und einer vorwartslaufendon 
VerdUnnungswelle ist von dem Fall III. nicbt 


ooDinglli cntuug#3 ^-5 f 





]| I 







' *“"’'■ 'teas 


.■'' IN 
1^4 

I ‘' s 


I' ,i4 

»'■ I’ 


-ft 4V’"4il 

1 tiS^U t. 


U f fir !l l 1 J ' li t <■ r n.' L l r -H- !: I.r «'S'„*!«-lit 


4 I »'• t li i ^ 


l\ fiirj f^V. 


t^* ^ ...^ 

If 


War k«<!ia*<-si ur;-. sras, l.-i'l! .i s-, .js st. i / >!i,-.'fi , 

1, }(it» IV, ul|i' Ms'jjUct.Vs at' 3' ! W .-r".;' !' > •i :! , p,, jf. 

!«'hit|»rt hitHl C;ah^;«'««'Jj»*Ji Vn3i .v* r ajs 4.-? \!3i!'.ii’rk ijiii* ■<3>a Hpit* 

l•rwill^lai»'lJ Was- t. .•la ••x-s. iji ffir ijjj 

Aagfialilrk 


w«»Wi .} }»utiiia? msg*»«s«'«wi*’n ••‘■m ;i!<»> 


>'*Wre &k:b« 


gill ftir ' 9 t, «ia* «hl4-*rs(' liar 9 , v. i(aJ»ii}t wir 

«lssta F»H I. ! I» 

« , Hi. - • *' >>■ %", f,, 

- « iV, „ H s J. 

„ „ II. , - 3 . 

Ih« iiiar l>*N>|»ri*''ls*'>w'’f» ti«-r f'Wils-'. <!i*’ hjs-Ij »n»ijpf dif 4fl* 
naltme *srgt>l^8 fealwn, 4a».*» 4i*' A»jf*»rf***<riln' sJn’r Ftjijreii^^i 
«, p in w*n Ai*tWI«!t»ae» je Ji** s ^fs^ian.lni Wi, Pi;%p, 

Imltfti, gi’laicn alw ata.* V'4i«rJrtSl«-n »j 4<'-f S£iI}m» irgia^ 

«iiier Aiig**nl*lkls, »i«» ®r 

MW*««tltrli W«'rl|j»» ««*s» .t wn*i I, wviati p,; ^ 

Witlthil », 9 t»j iwtjrB !»#||*}| sla'f I 4* t=r0 

M«li «f<ri!i ih*' AiifaniikWr-riii*" *«<n »« ««•! p 
wmatwil find, K* btifrn ^ 

narli <l«» Wartiir-n «*«o »»,. f,,. p.,, #«»?* VwdinlilttMp^tei, 

mm ¥«r<ittiinttnf**rll»''n nikr »in 8tt«l <««« ¥«• 

»»«, «i»« «l4««r tftt Allg*^***^*"** mclii f«l> 

Wt latrfralinn i»l m IBP 

nftch ttkhi wiiglieli, m *?cii «w «ii** i'rfiillMsiii »oo Orwi* 
M t!«rt«ii laamloll, di# eirlit t**it w»r«lt**wltt 
jBwJ, iMillasii * 1 * 4»--« tM i*r«»t»itm:« pttrw.' 
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1~'- t'i'* l')ui‘rKi(? (lt“n liasea. 

17k. 

Die Knergio dua Gaaes. 

(h’geii (lit' Uiiuiiauii atilui riuiorie dor Fortpllanzung von 
■nstctigkcilen ist voii Lord Ilaylaigh oin Einwand erhoben 
onliiii * I. ili'V sich durauf griincbit, dasa dio Formeln in gewissen 
illU'ti (‘iiK'ii \ erluHt und aolliat oinon Gewinn an Rnorgie zu. ev- 
ulu'n sfhciiHHi. I'm diesom Kinwand zu bogcgnen, rniissen wir 
111 don Ansilrnck liir dio Enfjrgits cinor bowcgton Gaatnas'se ein- 
ohoii. 

\\onii wir dio Hnlor’Kclion Gleicliungon fiir cine bewegte 
JaamnsHo |} 5 , 14ft (2)| dor Roiho nacli mit ?i, v, to multipliciren 
iiid datui addiron, mi orgiitbt sich uaob dor Bezeichnung [§. 145 
1)], w(*nn wir 

1) fa ~ /(a I ,ia 

.otzon : 

1 df.’a 

■i "(// 




•1} 


Xit Yi 


Xw 


Q \ dx ' oy ' d ej 


I«t V dio Krilftofiuiction, dio wir ak blosso Function dcs 
drti'M vorauHSotzoii, ulmt dV dt =- 0, bo iat 

i'V 
(’ X ' 


X 


Y 


It ltd (labor itiioli (2 ) 
(») 


df* Vi 


- 'iT 


’ey' 

ri0 

(ui!i 

1 dp, 8 /A 
' 8y ' 8,8/ 

\ ox 


1 

lit 

H« wd nun d m ein bowegtos MasHtjrielement und d t dns von 
ihm ornUlto VoluKieii, also 

(4) dm -~' Qdt . 

Ea kt (itttm dm von dor Zoit unabhangig, At aber mit der 
Zoit vorEndorlich. Wir mtiUiiilidren dio (Heichung (3) mit dm 
ittnl inU‘griron iibtsr oinen boliebigen Theil m der bewegton 
Masse, dor irn Augotibliok t den Raum t einnimmt. 

Es ist dftnn r diirch eitio an (Slestalt und Lage mit der Zeit 
vorandorlicbo Eldcdio () lasgronzt, derea Elemente wir mit do be- 
zeicliaon. 


! Hayleiffti, Theory of Bound. Vol. 11, p. 41, 


wiv 


^r:ihu /lit 


'■’» h:^ 

rraH?l4 ;naH kh h ^. 

ii J 

\ii 


i I .1 


f^ij 


i 


I 


iltpi die rerlii?" .\ui'iru. k 


ie-H k--iin^-i3 -viir dtirefi rin 

ildWll oft Vr-rtahlp^^ r;;vrh dr-tu I "411 

iimftiritiaii. erfirl*! ‘mr-uh |I 
11 dif* fiarti mn^n ^rnrlitriti \ :.Ti!,.,!r :u. dna | 
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zt liuu I nf(i <ii<* NtirituiUuunponciitc dcr Vorschiobuiig des 
iitrs dti uu (It l)(‘d(mtet, so ist Celt die Ar- 

1 ON nni dir <)brrrUu!he 0 von m wirkenden Druckes im 

di. 

sudi fa) A dir iiiiHgero Knorgio dor Gasinasse m, die 
iiHauiinriigrtzt nun dor kiuotischeri Enorgie 

j i 

irn* iHifrntiollon Knorgi(‘ dor ilusBeron Volumkrafte, 


*«‘/ruduiou U ah liu* iuaoro Knnrgie dor Gasmasse m. 
sidilitivr Ckiiigtauto hloiUt tiarh dor Detinition (7), (8) von JS 
^vilikUrlirh. Uiinn ht narh flO) die Vermelirung d(A-\-J3) 
r^Hiiwrnfon innorrii and auHHoren Kuorgie gloicli der Arbeit 
dio CJbrrHiiidir wirkondon DruckcB. 

Ill wir dioni! Hotrarhtungrn auf jodou Massontlioil w, also 
:uit riii unwoudtm kdmion, so ist die 

lio MiiHgimididirit liorerhnoto innoro Enorgie des Gaeos, 
l%(t nut idiio Ftiiietiriii von ist* 

Wtaui diii Hoy!iihcdu» Closotsc f>(^) r™? gilt, so ist 

#(» #log^ 

Ifid dom l*«»igiy iihcdion (kmote cpf^i) ^ orgiobt sich 

"Sm-U ih>m (iiiNK«»tetz« (§. 142 (:U| i«fci wonn T die absolute 

qtifp) r-’ Uq 7 ; 
tuitcr <lw I'oiHHon’sflit’n Annahino 
«!» r-r JIqT 

folgUih mifli {12( 

BT 

“‘ 4 - r 

Ei i«l alwi Ijirr t(i?) mit der im MasBeneletnent dm im 
j^ubliKk t Imrrsobeitden ttl»»t)luten Temperatur proportional, 
UXfi) kiijii! (da kftitte Warme durch Leitung nach ausson ver- 
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loron geht) als die in der Masseneinheit entlialterie W ar me- 
in eng e bezeiclinet werden. 

Lassen wir das Boyle’ sche Gesetz gelten, nelimen also 
constante Temperatnr an, so miissen wir annehmen, class die in 
der Masse m erzeugte innere Energie dJB durch Warmeleitung 
nach anssen abgeleitet werde. 

Welche Annahme wir aber aiich machen mdgen, immer wird, 
da (p (p) wesentlicb positiv ist, ij (q) mit wachsendem q wachsen, 
nnd es folgt also, dass, wenn ein Massenelement von kleinerer 
zu grosserer Dichtigkeit iibergelit, also bei der Verdichtung, seine 
innere Energie wachst, wabrend umgekehrt beim Uebergange von 
grosserer zu kleinerer Dichtigkeit, also bei der Verdlinming, die 
innere Energie abnimmt. 

Zu erwahnen ist aber noch, dass die Anwendbarkeit des 
Gauss’schen Integralsatzes und damit also die Giiltigkeit der 
Formel (10) die Stetigkeit von Geschwin digkeit und 
Driick im Inneren des Raumes tr voraiisse tzt. • 

§. 179. 

Energie verlust durch Stosse. 

Wir konnen die Energie eines Massenelementes der be- 
wegten Gasmasse nocb auf eine zweite Art berechnen. 

Setzen wir 

(1) F.= F-|^= 

SO lassen sich die Differentialgleichuiigen eines Flussigkeitstheil- 
chens nach §. 144 (1) so darstellen: 

( 2 ) ^ 

^ dP dx ' dP dy ' dP~ d 0 ' 

und es bewegt sich also das Fliissigkeitstheilchen dm nach den- 
selben Gesetzen, wie ein materieller Punkt iinter dem Einfluss 
einer Kraft, deren Componenten dVJdx, dV,/dy, dVjd^ sind. 

Die Kraftefunction 7^ ist beim stationaren Zustande 
von der Zeit unabbangig, und es gilt daher der Satz von der 
Erhaltung der Energie fiir das einzelne Massentheilcben (Bd. I, 

§. 120), d. h. es ist, wenn wir 




KinTKii Vi-rluBt (lurch .StiisBC, 
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a ^ ■' ' ' I 1 i 1 1 “ — F -f- j/; -U 

(•u, N vitii iliT Xfil uiiahliiliij^ig. Fur den iiiclit stationiiren 
Uuid luu'li 143 (Ij 


>n\ 

(II 


> > 1 
ft 


< It 


(■ x 


r.'^h 


■w 


'd0 


1 (•« ist, da r nichl I'xiiHcito von / abhangt, nacli (1) 

' ^ f f J () () dt 

Wciiii wir also die (llidclnmgcii (2) init tt, v, w multipliciren 
i uddiriat. so nrgiidil sicli. wenu wieder -j- 

ictzt wird: 


'2 ill ill ( t " cTT ' p (3 ^ 

d folglich 

(I H 1 it ji 

^ tii (I ()i 


Wir fd'mdinttu Hdm als dio Oegammtenergie des Ele- 
:>nteH ilm. Hi«' wdzt sifh «t»»ammeii aus der ausseren Enorgie 
[j-t . r)ilm, (iff i«ta*r«*u Ktiorgio tlt((f)dm und einem weiteren 
jataadtlioil pdt. J)io V orgdisaerutig diescr linergie im Zeit- 
imiBiit dt j»t nitcli (5) gleirli der Arbeit 


dm f'p 
/, dt 
If f>l 


d I xtp, 


(iriij ^Jji die Vtrmi'hrung de« Druckee bedeutet, nicht ivie sie 
1 deni Ma«»en«lenieiit selbst, Hondern wie sie am Orte, wo sicb 
ii»s F.b'nieiit geraib* bwfindfit, ointritt. 

Im AllMi'Hieinen ergiidil di<‘ Formed (B) duroh Integration 

J) « - «. = ( ‘ If dt, 

4 

iiid liiiirilurdi mi iilto dir 8at^ fon dar Erhaltung der 
‘lEitrgii tlf*» Klififiiti dm auigedriickt. Das lateral 
mch thf Zinl wt littr so %n faiitehen^ dais in der Function 
clici DMircUrintfri ^ des Maisenelatnentes dm als 

^"unddofian mu i aufeitliiti warden* 
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Zweiundzwauzigster Abschnitt. 


§. m. 



i 

f 


1. 

I 



Die Formel (6) ist aber nur nnter der Voraussetzung ricbtig, 
class die Functioii @ keine sprungweise Aenderung erfahrt. 
Wenn aber dm im Verlaufe der Bewegung eine Unstetigkeits- 
tiache passirt, in der U und q eine plotzliclie WerthanderttB| 
erleiclen, dann muss zu der Formel (6) noch eine Ergauzuuf 
hinzutreten. Die Function, die auf der rechten Seite von (4| 
unter dem Integralzeichen stelit, ist zwar dann gleicbfalls tm- 
stetig; das Integral selbst aber andert sick trotzdem stetig. Axd 
der linken Seite aber erbalten wir einen Zusatz, und es ergiebi 
sich, wenn 02 Werthe von 0 nnmittelbar vor und naeb 
dem Eintritt in die Dnstetigkeitsflache bedeuten: 

t 

(7) @ 

J Q ^ 9 

k 

Es tritt also clurch die Unstetigkeit ein Energieverlust 
von der Grdsse ^0 = 0^ — ©g ein, wofiir wir, da V eine 
stetige Function des Ortes ist, nacb (3) aucli setzen konnen: 

(8) = I CPf - Ul) + ^ (eO - 1/; (^>0 + ^ 

Ql 

Es ist ein allgemeines Gesetz der Mechanik (Satz von Gar* 
not), class bei einem mecbanischen Systeme, bei dem durch die 
Bedingungen des Systems eine plotzlicbe Aenderung der Ge- 
schwindigkeit nothwendig ist, immer ein Verlust an Energie ein* 
tritt Vorausgesetzt ist dabei, dass die Systembedingungen selbit 
nicht von der Zeit abhangig sind, weil diese sonst als Energie* 
quellen wirken warden, Wenn beispielsweise ein starrer (un* 
elastisclier) Korper auf eine feststehende starre Unterlage auf* 
fallt und da zur Rube kommt, so wird seine gauze lebendige 
Kraft vernicbtet. Hat aber die Unterlage eine gegebene Be- 
wegung, so kann selbst ein ruliender Korper durch sie in Be- 
wegung gesetzt und ihm so Energie mitgetheilt werden. 

Um nun diese Betrachtungen auf den von Riemann unter- 
suchten Fall der Bewegung eines Gases anzuwenden (§. 176)^ 
miissen wir zunacbst die Moglichkeit ausschliessen, dass die On- 
stetigkeitsflache selbst als Energiequelle wirkt. Wir erreiohsn 
dies dadurch, dass wir der ganzen Gasmasse eine solche Be- 
wegung ertlieilen, dass die Unstetigkeitstiacbe wenigstens in dem 
Augenblick die Fortpfianzungsgeschwindigkeit Null hat, in dem 
das Theilchen d m liber diese Stelle hinweggeht, und dies kommt 





7 !'. 


KtuTKicvcrl unt (Im-oh StosBe. 
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inif hiiiaiis, <ia^s wir an Stallt^ ilar abHoluteii Geschwindiglceit 
i-K (iastlu'ilclu-ns ilii- ridativi- CJeschwiiuligkoit v — u — d^Jdt 
1*11 tlii' I iisli‘ti}'ki‘itsilarli(> selzcn. Der Energicverlust ist dann 
fiir lien v (n'\viiri«scliri‘i(otitl(>n Stoss: 

./W U>1 rt) * t-Uis) - !/>((>,) I- _ iiOll 

^'a (>1 

) mid fur tli-ii ruf.kwurtsHchroitonden Stoss: 

JM J(ri' r !) ; 

rin jftz! «iii> luiliocs 1 . 2 sidi aiif diu Stollo | — 0 und 

1 II 

ItiilfiM wir mm (‘iiu'ii oiiilicitlicli fortwandcrndon Unstetig- 
tsstosH niiufhiiu'ii, wtzcn wir iti dor orston clieser Formeln 
• r'i i!ii* Wortln* alls 175 (7) utul orhaltoii fur den vor- 
rt*tsri(riMt*"iiiloii Stiisn: 


I ( J M -■ 

, : l»,lN'S'fi 7C5.;)1 , 

hji?i\ iUt? EoisMtJiEHduj Aunahmo 

i) 7 U*) ! 

vorfulgi’ii . aii« ilrr tniin diu otitHprochondon llesultato fiir das 
»yl«’*»rlu* (icm-u diirrh don (ironzUliorgung k = I erhalten 
i»it. Am I U j orgii^lit sirlt dureh Sulmtitutiou voii (12) 


,/N H' 


<t»i ■ * vi ) 


2 ti, y, 

id woiiii «ir zur Vortnidnchmig 

8 ) i>i » ■ ^(»i 

-| 3 y'i 


i *- 1 




, 4 ) ./N -- 

Hotzwi wir 


(1 > ! 1)(1 




:i jit 
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2 vvsiaudzwanzigster Absclmitt. 


F'(k) = 1-2 [(fc -j- l)lfc — fcl'^ + i — 1], 
= JciJc + 1) l'‘-2 Cl - il). 


Lassen wir 1 von 0 bis 1 gehen, so bleibt der letztere Aas- 
druck positiv; es wachst also PF'(^) mit 1 und da F' (1) = i* 
ist, so bleibt F'(A) in diesem Intervall negativ und -F(l) nimat 
mit wachsendem 1 ab. Da nun F(l) = 0 ist, so folgt, da» 
F(yi) in dem Intervali 0 < 1 < 1 positiv bleibt. 

Daraus folgt, dass der Ausdruck positiv ist, wenn 

(15) Pa < Pi 

ist; und da der Ausdruck (11) flir sein Zeicben wechselt, wenn ^ 
mit Pa vertauscbt wird, so ware z/ 0 negativ, wenn pj > pj ware. 

Es ist also in dem Falle (9) der Verlust an Energie nwp 
dann positiv, wenn pj <; pj ist, d, h. bei einem Verdicbtungs- 
stosse. Ein Verdiinnungsstoss wiirde mit Energiegewinn vmr- 
bunden sein, der nach dem Carnot’scben Satze bier nicbt eitt- 
treten kann. Das Gleicbe ergiebt sicb fiir den Fall (10), d. b. fSr 
einen riickwartsscbreitenden Stoss. 

Damit stebt im besten Einklang, dass wir im §. 177 nlU 
Falle durch die Annahme von Verdicbtungsstdssen erledige® 
konnten, Verdiinnungsstosse konnen zwar den allgemeinen DifiBe- 
rentialgleichungen genugen, es giebt aber fiir diese Falle nock 
eine zweite Ldsung, bei der keine Unstetigkeit vorkommt, unJ 
die mit dem Gesetze der Energie nicbt im Widerspruch stehk 


§. 180. 

Das Beispiel von Rayleigb. 

Lprd Rayleigh ist bei seinem Einwand gegen die Rie- 
mann’sche Theorie der Verdichtungsstdsse von einem Beispial 
ausgegangen, bei dem der Zustand der Gasmasse stationar isfe. 
Nebmen^wir an, dass bei einer festen Ebene x = l m 

einer unendbcb ausgedehnten Gasmasse die constanten Werthe 
von Geschwindigkeit und Dichtigkeit 


Wi, Pi 


fur a; < I, 
» a; > I 




Das Beispiel von. Rayleigh. 
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§. !■ 


zus. amenstossen, so sind zunaclist die allgemeinen Differential- 
glei lungen §. 174 (4) in der ganzen Masse befriedigt, und urn 
SkAXQ. den lliemann’schen Bedingungen fiir die Unstetigkeits- 
stel i [§. 1'75 (8)] zu geniigen, liaben wir 


Cl) 


i/ ?2 y (gij — y(^2) 

f Qi 92 

l/ Rl 

f 92 9i 92 


zti 3 tzen, und hieraus folgt noch 

^2) 9i 92^2* 

Geben wir der Quadratwurzel das positive Zeicben, so fliesst 
daf Gas in der Ricbtung der abnehmenden x, und wir haben bei 
a: - I eincn zwar absolut ruhenden, relativ zur Gasmasse aber 
voi artsschreitenden Stoss, der ein Verdichtungsstoss ist, 
we 1 9i ]> 92 

Wir wollen nun eine Gassaule r vom Querscbnitt co be- 
“bra aten, die im Augenblick t von Xi nacb x^ reicht, die ein 
Sti k der Unstetiglceitsflaclie enthalt. Dann ist 

< % 

Aendern sick x^ und X 2 ™ Zeitelement dt um dx^^ dx^^ 


so at 

(s: 

tlTl 

( 4 ; 

di 

•VC I 


dxi Ui dt^ dx2~ 

wegen (2) ist 

CO QidXi = — CO Q2dX2 = ^ 

in dor Zeit dt durch jede der beiden Endnachen 
t und folglich aucb durch die Unatetigkeitsflac e 

hi durcbgedrangte Gasmasse. , . Pnerme 

Fur diesQ Gassaule wollen wir nuu nacb §. 178 die Energ 

l)C ichnen. Wir zerlegen r zu diesem Zwecke in 

md so dass r, ton .. bis 4, von | bis reicbi Da 

von ansaeren Kraften abseben, so ist Werth'^l ' bei 

(8), (9) folgt, da ir„ bei a; = den Werth bei 

:: x-i don Werth — bat; 

A = I (I “ *i) “ + ^ \7 „ 

n — (qi) (I — «i) o + PS ^ . 

C = <f iQ\) UiCO ■— (p (Qi) Wa 

Hioraus aber erhalt man nacb (3) und (4) 

ll*m,.t.n-WeSer, rarti.Ue Dife«entialgleloli»»gan. II. d-! 


■^1 

•wi 

(S 

X 

(6 

(6 

0 
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d{A^B) = cliK[\{ul — iff] + 

\ ^>2 9 l / 

PjS ist also die Differenz d{A B) — Cdt nicht glees 
Null, wie es nach §. 178 (10) sein musste, sondern gleich 

dft — w|) + ^ (^'O — "" 

und dies ist nach §. 179 (9) gleich — diiB@. Wir haben al»a 
an Stelle der Formel §. 178 (10) 

(a). « = + 

d. h. durch die Arbeit G des ausseren Druokes liiuss nicht nm 
die Zunabme der Energie J. + JS, sondern auch noch der 
Energieverlust an der Stossstelle gedeckt werden. 

Wir konnen uns den Vorgang, wie wir ihn hier voraussetz^ra. 
auch bei einer endlichen Gasmasse erhalten denken, wenn mr 
die Saule r in eine Rohre einschliessen, die hei Xi und durck 
zwei Stempel abgeschlossen ist, die sich mit den Geschwindig* 
keiten % bewegen. Hat die so abgeschlossene Gasmasse m 
einem Augenblick den hier angenommenen, durch die constants 
Werthe pi, Q 2 charakterisirten Bewegungszustand, da^B 
bleibt dieser Zustand erhalten. Der Energieverlust muss duj^ 
die Krafte wieder ersetzt werden, durch die die Bewegung dm 
Stempel erhalten wird. 

Wollten wir aber Verdunnungsstosse annehmen, so wiiiii# 
eine Maschine, wie die hier beschriebene, im Stande sein, Ener^ 
nach aussen abzugeben, was im Widerspruch mit dem Satze tot 
der Erhaltung der Energie steht. 

Der Bewegangsvorgang unseres Gases ist hier nicht u»- 
kehrbar. Denken wir uns in einem Augenblick alle Geschwmd%- 
keiten in die entgegengesetzten verwandelt, so wird die Bewegm^ 
nicht in derselben Weise zuriickgehen, wie sie vorwarts gegan^» 
ist, sondern die Unstetigkeitsstelle wird sich sofort auflosen 
eine Verdlinnungswelle ergeben, wie wir in §. 177 geseln» 
haben. 

Es steht hiernacb die Riemann’sche Theorie d#r 
Verdiebtungsstosse im vollkommenen Einklang mit dem 
Gesetze der Energie. 






I»r« itnnl?.waiizigRte>i- Abschnitt. 

uftsohwingunigren von endlioher Amplitude. 


IBl, 


ilckfulirung parliftllpr Differentialgleichungen erster 
t>r«lnutig Ji«f lineure (ileicbungen. 


IHp Int«*grattoti ulas, I’ltiliJwns der Luftechwingungen, die 
maim gcgolHm liat, bi^rubt auf der Moglichkeit, die Diffe- 
ialgU’iihHttgim 174 {4| auf lineare (Heiohungen zuriick- 
hrea, und <•» aifh also auch bier wieder, dasB alle 

ir<' Metiuwi«i» d<<r lnl«‘gration particdler Differontialgleicbungen 
liei linimri*n (ileiplmugeii Krfolg haben. 

Wir woUmi lii«'r dii* Miigliehkeit dieser ZurliokfUhrung etwas 
Binehn’r rr«trtera, woltei #ieh die Umcbe ergeben wird, wes- 
t eine VerallgPineitierung dienes Verfabrens bis jetzt nicht 
y.iek gpftlhrt iiat. 

Wir nehnien an. •« aeien Mj. % zmi gesucbte Funotionen 
unabhangigea Variablen jJ|, Xj, und zu ihrer Bestimmung 
D iwei liiiearw tmd homogen# (Heicbnngen zwisoben den vier 
dellen Alileitnagen dHfdJC gegeben 






■4' Iff 5™^ -“f" 


diH 


ft’ Ifi 

rJTi 






0«s 

dXf 

‘•*8*,^ *0x, 


0 , 

0 . 


Wir kinnen di«M» Wffer»tttialildchttn|en iia Jaoobi’sohen 
Bi* Ua«ar netinea (Bti 1. §• M). die Ui, Ul , . • . ge- 
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gebene Function en der vier Variablen sind. l>h 

Eigenschaft linearer Differentialgleicbungen , die fiir die Integra- 
tion so besonders forderlich ist, dass man namlich aus parties- 
laren Integralen durch Addition allgemeinere zusammenseteti 
kann, haben sie aber nur dann, wenn die Coefficienten ZT^, 
nur von den Variablen abhangen, und wir nenii« 

sie also nur dann linear im engeren Sinne, in dem wir di^m. 
Wort bisher meist gebraucht haben. 

Nun lassen sicli die Gleichungen (1) aber auf solclit' 
lineare Gleichungen im engeren Sinne auch dann nod; 
zuriickflihren, wenn die Coefficienten ZJj, . . . nni 
von den Variablen %, nicht von den abhanges. 

und in diesem Falle befinden sich die Differentialgleichunges 
§. 174 (4). Die Zuriickfuhrung beruht einfach auf der Ver- 
tauschung der abhangigen und unabhangigen Variablen. Es im. 
namlich 

■J 0 'W'l 7 I 0 7 

und durch Auflosuiig dieser in Bezug auf dxi^ dx^ linearw 
Gleichungen erhalt man, wenn man 





du.2 

du^ 0W} 





'dxi dXi 

dXi 0J”2 


setzt : 






(2) 

Jd 


8^2 y 

: — dUi 

0«2 

0 7 

-e*,**”” 


/Id 

= 

dUi j 

+ -^du2. 


Daraus 

ergiebt 

sich 







du^ 

A = — 

0% 

(3) 

du^ 


03^2 ’ 

0 'Z'i’2 

005, 

/I ^ 


0 W 2 

^ ^ 

0 Wj 


0% 


■ 

0 'M'2 

dxi 


Substituirt man die hieraus folgenden Werthe der Differentia 
quotienten du/dx in die Differentialgleichungen (1), so lasst 
der Factor ^ wegheben und man erhalt 
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t iSj 


. f X., 


e H, 


4. rj _ .. 

■' «, ’ ''as;- "’ 
'■iff- + ■= 0, 

( «» dtl. 


wn.i unn .Im «, dk utiabhiingigeu Variableu und 
U.uvu s.m dm-u. Ua nach der Vorauaseteung auch 
-nun. I , ( nur v«» abhangen, so sind die 

d-u-hmigi-n luiear im mjgnren Sinne, und dies ist der 
u llivmnuu iiititgrirtim (tlmchungtin. 
i.bt nh.T zuglmrh, .Iuhh dieser Wog niebt zum Ziele 
cli« d,.r aiauingigen und der unabhangigen 

roNwn- a!*4 2 kl, wtdl daiiu auf der rechten Seite der 
d.'M K..niH'!n (2). (Hj analog aind, nioht mehr ein- 
i!.*r.niti«bjUoli..!iti'ii aondern gowisse aus 

doll' lH*li«rnunnutfj) auftridon. 


S. 182. 

Anlangazustand. 

dlg.'Hunn.'ii i'rinrijtinii woiiden wir nun auf den be- 
dl fi.'f l>irt.»rinilialg!oi(!l(ungen der Luftscliwingungen 
fwiiltati*, din sich dimn ergtdieii, sitid abor nur so 
udit'od, ala «!«»r /ustand des Gases in Bozug auf Ge- 
il Mtul l>i«hligk»nt stntig ist. Ks ergebon sich zwar 
ftlr da» Kintretea von UnBfcetigkoiten , und 
gi’Ufji daiiti difl fiir die Fortpflanzung der 

»n». d»» *.irh in d«*r Differentialgleichung §. 176 (8) 
Al»«’r Mdl»»t die Aufistellung dieser Diiferential- 
iirdi* erst <laim itiiiglich sein, wenn diese Problem e 
i«-r Frtrjii gelM wliren. Diese Differentialgleichung 
(dll' eiiinT lirttidwKlingung, filr die aber der Ort der 
iirlit von vornhareifl gegeben ist, sondern selbst zu 
iiiiU*n dm Problems gebbrt. Hier kdnnen wir nur 
?rielletj I’dUen, xu denen das Beispiel des §. 177 
1. auch ltd, I, g, 190, 191), die Lbsung finden, 
iliKi win b»her, p ss y(p) das Gesetz der Ab- 
[i*« DftMsko* voii der Dichtigkeit p, und 

/<#) ss f|'y'(pjdlogp. 


Dreiundz'wanzigster Absoiinitt. 


§■ 192. 


Wir fuhren mit Riemann die beiden neuen Variablea r, s 
ein durch die Gleichungen: 

fiQ) 4- M = 2r, /(p) = r + s 
/(q) — w = 2 5 . u = r — s. 

Der in §. 176 discutirte besondere Fall tritt ein, wenn in 
einem Gebiete der Variablen x, t eine der beiden Functionen 
r, s constant ist. 

Die Anfangswerttie nehinen wir als gegebene Func- 

tioneii von x an. Es sind daher auch die Anfangswerthe ro, 
gegebene Functionen von x und wenn wir also znr Veranschau- 
lichung die Werthe von r und s als rechtwinklige Goordinaten in 
einer Hiilfsebene betrachten, so wird der Anfangszustand durch eine 
in der rs-Ebene gelegene gegebene Curve C dargestellt, deren 
Goordinaten als Functionen der einen Variablen x gegeben sind. 

Aus (2) sind/ (9) und und, weil /((>) eine mit q waol> 
sende Function ist, auch u und q selbst eindeutig durch r und s 
bestimmt. Die Curve C, die den Anfangszustand reprasentirt, 
wird also nur dann zweimal durch denselben Punkt gehen, wenn 
Uq und (>0 beide zugleich fiir zwei verschiedene Werthe von x 
denselben Werth annehmen. 

Es sind nun zunachst aus den allgemeinen Differential- 
gleichungen §. 174 (4): 

, du , , , 0log p 


du . du 


0 log p , 0 log Q du 

~~W~ + ^ ^ 

pifferentialgleichungen fiir r und s abzuleiten. Es ergiebt sich 
aber aus (1) und (2) 


} ^ 

dx 


dx ' dx'' 
0 log p du 


■■ V <p' (?) 


o I -ds ,/ ,;- - 81 ogp du 

-04 + 35' ^-i = ''’’« -03 03' 

./ - ,7 N ^log? I du -ds i—j-r^dlogg du 

und wenn man die zweite Gleichung (3) mit ^ (p^Q) multiplicirt 
und zur ersten addirt oder von ihr subtrahirt, so folgt nach (4): 

!? = -(« + V?'( 7 )) 


V 9 ' (?)) 



U g r A i» ! a ti u stantl. 


Iirr:niH hirli 

•!>■ ~ Uj ■ ■ (« 4 

; ;i./x i,u ~.f^'(g))dt\. 

m «!»»• kla»v Aiihchauung m gewinnoii, donkeu wir uns 
{vn Aug.'iihlirk r mid k hIh Fuiictioueu von a: und t be- 
at iiii.i i.rgri-nzMi in der xt-Klitme. auf dor a;-Axe eine 
kn «<1 in <l<'r «ln- I>i{|fn<itti!iliiuotituiton drjdx und ds^/dx 
n /.firhi-nwirkwl hshnn; wirwollcii hoispielawoise annehmen, 
mfl ’ 

f i t X 

iho ila-is r„ viia « ntn-li ff wiichst, wahrend s„ abnimmt. 

Ike tiNi hung 

r coast 

u«i» III iler xr-KI»«ne eine tiurve dar, und nach (6) ist 

I C'lirtr 

ift -Su i }tp'(pl}til, l/n sa 2 ^ ]f q)'(p)dt, 
elM'iiW) i>»l fiir eiiHj Carve # r?- const 


\ dr 


2Ljyy(Q)dt. 


He»ii7linii»ke>i wir ofiwere HBlraciitung auf ein Fiachenstuck, 
!*m f r r X uinl t g t x few Null verschieden sind, so zoigt 
aas i7), («k (yi, dawi, weun wir di positiv nelimon, s auf 
Curve r c>w«l. mid r auf der Curve i const abnelmien, 
aagleirh 4eiK«ii die (Heieliungun fH), (9), dass das Verhaltniss 
it. d. li. die (k»laiigent«» d« Neigunpwinkels dor Curven- 
ung gegeii die x-A*e, in eitiem Funkte auf dor Curve 
ciwst grifMU’r i*»i. aaf der dumb denselben Punkt gehenden 
■« • K« kanu a!w keitte Berllbmng dieser beiden 

’«» *tattfind«n, Xiwben wir also die Curven r s= const, und 
riwst von jitdeiti I*««kl« der Ntreok® «/J aus, so erhalten 
Kwm Curvensebaaren, die skh in d»r Weise durebsohneiden, 
es dio Fig. 81 (a. f, H.) tiad die zuuaromen ein Dreieck 
erfiillen, dwwM bwdo in a, fi endigenden Seiten die Gleichungeu 
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Dreiundz wanzigster Absehnitt. 


§. 

(10) r = r\ ' s — s' 

haben mogen, worin r' der Wertb von Wertb tc»& 

So in j3 ist. ^ ^ 

Dieses Dreieck konnen wir nun durch ein anderes Dreiee* 
in der rs-Ebene abbilden, bei dem die Linie 05/3 einem Stuck 

der Curve C entspricht, und m 
dem die Curven 

r = const., s = const, 
durcb gerade Linien, parallel 
den Coordinatenaxen, dargestellt 
werden, wie die Fig. 82 zeigt. 
Der Punkt | bat in dieser Figur 
die Coordinaten r', s'. Wenn maB 
in der Fig. 81 die Strecke 

I I ■■ I « Jr O 

« ^ weiter ausdebnt, so dass z. B. 

dSojdx sein Zeichen •wecbselt. 
dann wurde die Curve C zwiscben cc und ein Maximum od^ 
Minimum haben (Fig. 83). Dann wind, wie wir nacbher nocli 


Fig. 81 . 



Fig. 82. 


Fig. 83. 



8 



seben werden, im Allgemeinen die Integrationsmetbode, die wir 
anwenden wollen, versagen. 


§. 183. 

Einfuhrung von r und s als unabhangige Variable. 

Die Riemann’sche Integrationsmetbode beruht auf der Em- 
iubrung von r und s als unabhangige Variable. Um dies beque» 
auszufuhren, setzen wir zunacbst die Gleichungen §. 182 (6) in 
die Form 


Kiiifiiliriiiig tiitt r urni s unabhlagige Variable. 505 


,ir I 4 ^y-y) t\ + td iu+i<p'{^))] 

ds( -■ ' 1 ‘H-t - {it — \ (l 44d! {u — i <p' ( q))}- 


IHa Futtrtj«iHf'!i « } Iff' (4*). u--^q>'{Q) Bind nun nach den 

tiielii I* VI I > 

M 

11 r ■■■ », = r 4- s 

Fuw’tiam'n v»n r «rni i daritellbar, und es ist 

»l, 


r II j u 
'f: r ^ 'f K 


, , , S' . AiZf/Ty 3 loE P _ 1 

\ f Wi " V 9 W gg == 4 


I ( t» ) d It»g ^ v’ { ® I ^—iJT) ® Q _ V 
rfiogf V'rW 0 ^ -■" ejlog^ 


er 


[d flanwllM'ii W®rtb bst 9 V 9 C^l/d®- 

Hwrttwii !*i 

- e -' T , 


dhmt^ 

id mm timn dm* diat in (1) «uijHtitairfc und dann die Coeffi- 
enteu *on dr, da aul beiden 8»iten iinander gleioh setzt, so 
rgebrti nicii dia ti«r Gleioliangen : 

i» r I F |/ ■ t« 'U W(9))A ^ i 4- 1 


I » 


n 


gx! dr 


d\tm 




4 - 1 

■0 

f u - («- V »•(»)) il . + - O ' 

km C»| folfi 

0 _, f .+ v»'«'«'l + » '1 = 0. 

Cl i 


I * I r , u M -i -7 » I J ■ 


j.^ |« * p In I «|“ I ijflii 

diii %*i*ll?*ifi4fi«ii||s!- Ihlirr^f'iilial rii^^^r t’ iii.jr|i^.»h r tiii4 int.^ mij 
thmn wir iiIho, «‘ir i' liii-^ imt tr lalxtji 

kthaii.ni : 

t n 

J In ■’ I ^ ^ " 


j' i M I f ’ vf ^ ^ ' 

Fiir tiii*iiff Fiifirlioti m\ 4 t^* tmrh 4r'i -urn hm aiif 

c4in^ ii«ii!its?r'* VmM'iitiiv |»r%ii|fiiiii mtu iiii% tin^r 

Ctlinr-IiiiniiWi |M| !iii«r‘;irr tM f !«’ t 1 1 si 1 i,^|f^ir|niiig^ 

s«t !iiilillir}| nmi\ i4j 


I ^'hhI 


i- t|- f ?f 


iirir! mail iirlikll iilw atit d#r i'h 


I I I ^1 I 

* ' ’J\ ^'(^J ^ f 

inl^r wiftiiii iiiiiii mar Altkiirinsig 

(6) ,i „ H ’*!'* 


I fl- r ir 


1 I »M 


mu% : 


( r ff r i#‘ 

a . .. 

,t“f *'« 


Da BttR m nm FwRrli**** ««»ii 9, al*« aa«h 

iron r -f' * istt •*« baWn wir bi«’r p|»* liiir»r»* iHnnontfnft Dii«* 
reiitiiJgl*iefettB|' jtwi»il#r Orulngig llir 4i» Molwslaimt** Fane* 
timi m. 

Filter Voiuuwtt«i«g di«i )"“«•*# 

'»> 

alao m^wit 

Fir dba Fotiton'aebf* Cl©»«te f:|f| -» wWli wan 

Af)*'-’! I f - r I «. 


-I -i ^ 
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l iuis.in .uh: V..I1 , uii.l , alH unablianffijfe Variable. 

(4>1 -- ‘M V ^ ^ (r 4- x). ^ fc-1 

a log 9 2 ’ 

u** 

A- 3 

in . - . 

2{A — 1) (r + 8) 

liurili KimtiliniJiK licr Function «> mittelst (4) und (6) 
null nm-!i dii* hi-idun tileirhungun (2) eine einfachere Ge- 

. :iii: 

j 1 /rflog>9'(p) \/8„, StoNi 

-H’tv)- ^ A'dr'^as/j’ 

' « J * *•' 2\ ^ • (f ) \ il log Q A 8 r '0 s7 ■ 

Ihwi* <«!*‘i«‘h!ingi-ij zi'igRij, daw drfdx und ds/dx nicht ver- 
anndeii. w«n«ii di« DifTuri'ntiaiijuotienten ‘d^iojdr\ end- 

»iml, mid daw r r 4’x odur a«/0x utiendlich warden, wenn die 
♦ mlujr di«’ imduru d»'r laddun (Jleichungen 

»*S< I /dlogl . 

A'dT 0sy "■ 

riwiigt ini. IHuin* lilidchnngen geben die kritischen Werthe 
I r mid j. III dumni di« takang anstnUg zu werden anfangt. 
Fdr d«'H Aidaagaittataiid, also flir ^ 0, erhUt man aus (4) 



d «» *i«d also an dor ('onfo C' die beiden Differential- 
otioiilon »oii »«• al* Grltfunctionen gegeben. 

1st dattti M? so goben die Oleiohungen (4) zwei 

logralgloirbiiRgun f,«i»ch«n den ifiw Vatiablea x, t, <», w oder 
I, r, s tt«d daiiiit siad dwn atich die Garten r = const., 
-r- roniit, (in dor Figur Hi) bestiramt. 




§. 184. 

Integration der Differentialgleichung. 


Die Differ entialgleichung, um deren Integration es sich jetzt 
handelt, ist 

d'^iv /dw , dtv\ „ 


dw I dtv 
dr ds 


mit den Nebenbedingungen, dass an der Curve O 


gegebene Functionen der Stelle sind. Es ist daher aucli w 
selbst auf der Curve C bis auf eine additive Constante gegeben. 

An dieser Differentialgleichung hat Riemann zuerst die 
Methode der Integration entwickelt, die wir schon friiher kennen 
gelernt und im §. 90 auf die Theorie der schwingenden Saite 
und im §. 121 auf die elektromagnetischen Schwingungen an- 
gewandt haben. Die im §. 121 (2) gegebene Form der Telegraphen- 
gleichung geht durch die Substitution 

t = a(s -j- r)j a; = c(s — r) 
geradezu in die Gleichung (1) fiir ein constantes m, also fur das 
Boyle’sche Gesetz, iiber. 

Wir wenden den Gauss’schen Integralsatz in der Form an: 

11 (If + 4^ ''’■<** = j ( 

worin ?7, F irgend welche stetige Functionen sein konnen, und 
das Doppelintegral sich auf irgend ein Flachenstiick der r 5 -Ebene, 
das Linienintegral auf der rechten Seite auf die Begrenzung 
dieses Flachenstiickes bezieht. ’ 

Wir bezeichnen mit v eine einstweilen noch unbestimmte 
Function von r und s und setzen 





hiU'"-* 14 ^ M 4 t’i N^rtuditlghuchun^. 5 O 9 

%vtin ^ f«4/i cUti Dittc’routialgleichung fest- 


t m ^ r 

if 

« r i K 


- 0 , 


III liU^ f I I ^ «M; 


/ r 


IL 


* f fSi 

:|jr” rri 4 i«*l 4 

I . / f I* 


(^^v 


1 # ^ v ] dr 

/ ' f * r ■ / 


I «Ih.^ tnl-r-|ir^4 III sir-r ti!ii;r 

liigr«’ii/tiiiii F|.sir|irfi4iirki« i!r* 

ki wrr^rii kiifus PI hiniTeii 

Kiiii«'ti«^tiPti l\ I ‘4r|i|| fiiiiii. 

{Iii% liit^’^liral #^riilrr«:‘krni wir ji*Ut 

^ ih%^ Flltrli«^li*i!l|rk «* |F i (Fig, H*|) 

rriiiilit^n . 4it dr iitif fml unit i/s 

■f 

“ i , f « 



(I’iV, »»».)»/. . II I 

I 

i'iVl + 


dn. 


%im i^rgir44 »ir|$ 4iir44i |iiirlii4I«^ Integration 

I 

1 1 ^ ■ irtri, 

I# *« 

I liir’riliifrli i^rtitill l<| 4 ir F^rtiK 

in 1 '^’ » m^^dn » jw Q” +- mv^ dr 

r I il-n ^ w 4 ‘- j 1 


irw'f# 


il'( 

» 


■f ff 

r' ;# 
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und wenii wir nun der Function v die Grenzbedingungen auf- 
erlegen : 

an d. b. liir y = r': 

(9) || -f mv = 0, 
an d. h. fiir s — s': 

(10) ^^mu=0, 

im. Punkt d. h. fiir r = r', s = s' 

( 11 ) = 1 , 

so kommt: 

fi 

(12) 10^ = {v%o)a “-f" 

u 

Damit ist die Aufgabe auf die Bestimmung der Function v 
zuruckgeiiilirt. Denn wenn v bestimmt ist, so ist durch die 

Formel (12) durch die Werthe dargestellt, die w nnd dw/ds an 
der Curve C haben. 

Die Function v ist aber durch eine ganz abnliche Differential- 
gleichung, wie w selbst [Gleichung (5)], bestimmt. Die Grenz- 
bedingungen fur V [(9), (10) und (11)] sind aber wesentlicb ein- 
lacher, als die fur da sie gar nichts mehr enthalten, was sich 
aut die Curve G bezieht. Es ist daher die Function v fiir alle 
moglichen Anfangszustande dieselbe. 


§. 185. • 

Bestimmung der Function v. 

Es bleibt uns also noch iibrig, die Function v zu bestimmen, 
die, wenn r > s ^ s' ist, der Differentialgleichung 
d^v , dmv , dmv 

V / * o.. “r “n ■■■■ 'rx' — 0 


drds ' dr ~ ds 
geniigt, mit den Grenzbedingungen 


( 2 ) 


dv, 

X — \- mv = 0 
os ‘ 

II 

dv , 

--j-mv=0^ 

fiir s — s', 

V = 1 

\ 

II 



§- 1 6 . 


Bestimmung der Function v. 
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C3) 


"Wir betrachteu die beidea speciellea Falle: 
a) « = — ^ (Boyle’sches Gesetz) 


m 


k—B 


2(k — 1) (r + s) (5 

we .» wir zur Abkiirzung 


(Poisson’scbes Gesetz), 


1 _ ^ — 3 „ 1 1 

2(fc-l)-2 “FTI’ 

(-4^ r -|- s = e 

se1 sen. Immer ist m eine Function von 0 allein. 

Die Function m bangt allein von p, also nach §. 182 (2) nur 
VO I ab. 

Um (lie Bedingungen fiir die Function v zu vereinfachcn, 
se zen wir 


(6 u = e” V, 

■w< rin V eine noch naher zu bestimmende Function von r und s 
iS’ F'iihren wir diese Annabme in die Grenzbedingungen (2) 
ei i, so erhalten wir 

0 F . / I 0 f \ T/ AC" I 

+ + iurr = r' 

(m F = 0 fur s = s'. 

0r ' \ ' dr/ 

Wenn wir also 

a 

^ ' j mda 

V — — V ^ e P 

s itzen, so werden diese beiden Bedingungen einfach: 

( = 0 fiir r = r\ = 0 fiir s = s', 

' 08 ' or 

1 nd zugleich ist F = 1 fiir 0 = 0', wenn wir = r' -f- s' 
t etzen. 

Die Bedingungen (2) reduciren sich also nach (7) darauf 
( 7) dass F constant gleioh 1 sein soli an den bei- 

den Schenkeln des Winkels a||3. 




Dreiundzwaazigster Abschuitt. §, 185 

Wir haben nocb aus der Differentialgleichung (1) durch die 
Substitution (6) eine Gleichung fur F abzuleiten, und die ein- 
fache Recbnung ergiebt: 

()2 F , rdm A ,, „ 

(8) ' 8-r « + W - •"’) ^ 

Diese Gleichung soil nun fiir das Innere des Quadranten k|| 3, 
d. h. fiir 

r > r', s > s' 

so integrirt werden, dass sie an der Grenze dieses Gebietes den 
constanten Werth 1 erhalt. 

Wir wollen eine neue Variable g durch die Gleichung ein- 
fiihren: 

(9) « = (s — s') (r — r'), 

worin ft eine noch zu bestimmende Function von q ist. Die 
Function g ist fur r = r' und fiir s = s', also an der Grenze 
des Gebietes = 0 , und hat im Inneren des Gebietes das Vor- 
zeichen von ft, Nach (6) und (7) ist also F so zu be- 
stimmen, dass es fiir 4( = 0 den constanten Werth 1 erhalt. 

Wir machen den Versuch, der Differentialgleichung (8) durch 
eine Function F von g allein zu geniigen. Wenn wir unter 
dieser Voraussetzung die Differentialqtuotienten nach r und s 
bilden, so ergiebt sich: 


0F 

dV 

/d log ft 

dr 

~ dlogg 

V do 

8-^ F _ 

_ d^V 

/(flog ft 

9r 0s 

d\og0^ 

V da 


I filSEt _L 1 \ 

' r — r'J \ d0 ' s — $'/ 


dVd‘ log ft 
dlogJ d(J^ ’ 

und die Gleichung ( 8 ) geht also in folgende fiber: 

d^V /(flogfi I 1 \ /'d log (I I : 


F / (flogft 
dlogg^ \ de 
d V d'^log ft 
d log g d (j 2 


^ log ft 
do 

uiA F 


s — s' 





‘ d\og^ ^ \d 6 ) 

Oder, indem man die beiden Klammern im ersten Gliede au 8 - 
multiplicirt und < 0/^1 fiir (r — r') (s — s') einflihrt: 
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d^V 
d log 


dlog ju.y 
de ) 


>’) + f] j 


^ , dV d’^log^ , /dm \ _ 

+ -jbij -lA- + idj-’"’) 

D 5S gelit in eine lineare Differentialgleichung fiir die Func- 
tion 1 iiber, wenn man ^ so bestimmen kann, dass die Verhalt- 
nisse er Coefficienten der drei Glieder nur von z^ nicht mehr 
von 0 ibhangig sind. Man erhalt so, wenn c, Ci, Constanten 


sind, ( 

e drei Bedingungen: 



d^loga /dm \ 

\d0 ) 


(11) 




If (-«')+. = = 

(dm 

3 

\d6 

•wodm 

li (10) in 


(12) 

d^V / , Ci\ . dV , Tr 

d log V * z) ^ d log « 

iiberg' 

it. 



I Allgemeinen, d. h. fiir eine beliebige Function m, lassen 
sich' c 3 drei Gleichungen (11) nicbt zugleich befriedigen, wohl 
aber iter den beiden Annalimen oc), /3). Nehmen wir zunachst 
nach em Boyle’schen Gesetz m constant (= — 1/2 a) an, so 
ist na li der dritten Gleichung (11) — <j') eine lineare Func- 

tion n 0, und da nach der zweiten Gleichung (11) auch log |u. 
nur € le lineare Function von d sein kann, so muss (i constant 
sein. 3iese Constante kann willkiirlich genommen werden, und 
wenn dr sie gleich setzen, so ergiebt sich 

c = 0, Cl — 0, Cg = — L 

I ergiebt sich also fiir V die Differentialgleichung: 

_ (y — y'j (s — s') 

4a2 

1 shmen wir ferner nach der Poisson’schen Annahme 

1 


an- Weber, Partielle Differentialglelohungen, II. 




Dreiundzwanzigster Abschnitt. 


§. 18$; 


— — 


unci die zweite Gleichung (11) zeigt, class ^ mit eiiier Potenz 
von 6 proportional, also, wenn h und b Constanten sincl, 

^ = b6K 

Nach dieser Annahme geben die Gleichungen (11): 

c (A — |— ;i^), 

— Ci{% /12), 

+ + 0] = — + A2), 

aus deren letzten man schliesst, dass h = — 1 sein muss. Dann 
folgt, wenn man noch h = — l/o' setzt, was frei steht, 

I =z—c {X-\~ 1% 

1 = — Ci(X 2^), 

1 = ^2 

Die Gleichung (12) giebt also nach Multiplication mit 

. d log ^2 (j ~ 0 “ + (^ + ^") 0, 

_ jr-r') (s-s') 

(r + s) (»■'-(- s') 

Die beiden Differentialgleichungen (13o) und (13^) lassen. 
sich explicite so darstellen: 

'IF + S7- '^=»' 

( 14 ,) + + 

Die erste dieser Gleichungen wird auf die Differentiafc. 
gleichung der Bessel’schen Function J [Bd. I, §. 69 (13)] 

d^J , 1 dJ . j 

zuriickgefuhrt dutch die Substitution iz = —x\ Sie hat also 
nut eine Losung, die fur ^ = 0 endlich bleibt, und man erhSlt! 

17 — »■')“ (s • — s'i” 

~ n (ny (2 a)2« §• (1)1 
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§. 186. Das allgemeinere Riemann’sche Beispiel. 
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Die Gleichung (14^) stimmt mit der Differentialgleichung der 
liypergeometrisclien Eeihe [§. 5 (6)]: 

+ tr - (« + /3 + 1) II’ - a/SF = 0 

liberein, wenn man 

06 = A-|-1, /3=: A, 7=1 

setzt. Ancli diese Gleichung hat nur eine Losnng, die bei ^ — Q 
endlich bleibt und man erhalt 

dw f=4+,-, 1, 

UDd hiermit ist also die Integration vollendet. 


§. 186. 

Das allgemeinere Eiemann’sche Beispiel. 

Wir betrachten jetzt den Fall, wo Geschwindigkeit nnd 
Dichtigkeit zu Anfang nnr in einem endlichen Bereich (05, 
variabel sind. Ausserhalb dieses Bereiches sollen beide Grossen 
constant aber zu beiden Seiten verschieden sein. Es sei also^ 
wenn ^2 Constanten sind, 

QN u =’%, 9 = Qi fiir iT < oc, 

^ u = fizr > j3. 

In dem Intervall a x a ^ sollen w, q zu Anfang variabel 
sein und sich in cc und j3 stetig an die constanten Werthe pi, Ui 
und Q 2 y ^2 anschliessen. Wir setzen wie friiher 

2s =f(Q)-U 

und nelunen, wie in §. 182, an, dass r im Intervalle a/3 wacbet, 
wabrend s abnimmt. ^ 

Dann muss < r^, Sj >> Sj, folgliob nacb (2) 

/(Pl) + % </(Pj) + Mj, 

/(pi) — Ml >/(()a) — Wj, 


( 3 ) 

also: 


Ml — Mj CfiQi) —-/(pi) < Mj — Ml 

sein, und wenn wir nocb pi > pa, also /(pa) — /(pi) negativ an- 
nebmen, so stimmt diese Bedingung iiberein mit der, die wir 

33* 


fiir «li^|l Fall il in ^ -5^- 

liaWii* ihi^-^ If .4 iu-, I'.I.r- ^iu^-r I 

fllirht^ Lutt:;’.^. n li^rl II 

( 4 i tl. - 4 . ’ ? ^ ^ 

Wir Ft*s%llHitlM li ^ ^ 'l.iT.Ust ,45|<-|| f 

g uU I'lmcU^^tir'n :i ni ..1 f :.. 4'^ t Wiii^ 

iH^if^li Farmi^raliliri., i^.a'inr- !.^ 4.,- Its.-,.-. - j, i ^lll4 ii 

ihm «ii^- FMi5rlici!.H-“!s r, r )-rii 2 n)^- ^ ^1 h' ^ ■ ' fei 4|^ 

r ■ ^ 

€ .n •' 

iii* AiiWiiM^tFii!li If rl4*' ^ --i^ r i ti^ 

ln^ids*) nh ii;. .^t!4.itl1«'L .l-v>:-ii 4«^i.- v-f^.F-rfrii Fi|| 

cl fife'll ^rrj '5, 4 it'.* Iv.s1 vu , 'i'.t'i 4^|tl 

rill p l4tiif! rfl^^ 

flif> Ulster 4 m Wjijk «*3 
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nkt von of, J stattfinden , constant auf einer Geraden 
t(?r dm Winked arc cotg(i( — ]/( p \ q )). 

Daduridi siiul die Werthe von te, q so weit eindentig "be- 
mint, als nicht verscliiedcne dieser geraden Linien ftfi' od.er 

Fig. 85. 
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v' cinaiider Hc.lineiden, so langc also diese Linien keine En- 
loppo haben. Diose I-bivoloppon goben Anlass zu Verdichtungs- 
i'mai'ii, dio svtdi noclv dor 'I'hooriu ontziolien. 

I .'liter den liior gcmiachten Voraussetzungen aber ist, wie wir 
hon ini §. 177 II goaobon baben, 9'-<9!i<C9i nnd % < 
ul in Kolgo dosaeti 

•b'l > lls > r> ■’‘^4 , 

:ul die Linien (« 1), (S'i), ‘livergken also, nnd wei^n 

ir nocb annobmiin, daas tt von a bis | nnd « -j- V 9^' Cp) 

in I bis (i Btetig wiicbsti), so wordon sick die Geraden ft') 
tv') nirgonds Hclineiden und dio "Wollon werden also stetig nnd 
rsr DifforentialKleicbung gornilss vorlaufen. 

Wir erhalten gonuu don Fall §. 177 II, wenn wir oc^ im- 
lidUch klein werden lasson, und wir bekomnien daher dasselLe, 
logon wir o,ine Unstetigkoitsebono annehmen oder einen allmali* 
chon I'ebergang in einem schinalon Gebiet. 

Dio andoron mogUohen Annahmon, dio man an Stelle von 
)) setzon kann, fdbren aber zum Theil zu Unstetigkeitsstossen 

>) Diei ist, weniRstetiB fttr das Boyle’sche Gesetz, eine 
hrigi Aunahmen, each denen a von « bis S abnimmt ^ von I ^ P 
iHobst. benn naoh dom Hoyle’soben Gosetee ist u±V7^{q) - r — « — • 
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ilihuiuiigswellcu nadi aussen iind die VerdicUtungsstosse nacli 
innen, wio oh die Kigurou 86 uiul 87, die in der sct-'Ehene zu 
(ItMikeu Bind, vcniinsdiauUchen. Die Tlieorie giebt aber die Be- 
W(*gung clcB (JaBes luir so lange, bis die nacli imien laufenden 
Wellen zuHamiuenstosBoiu Von da an niusste man den augen- 
blit‘klicluni Zustand als einen neucn Anfangszustand betrachten 

b’ig. 86. 



und kilnnta, wenigHtens im zwoitoii Falle, wo bei y eine Unstetig- 
kcdt in Bazug auf dio GeHchwindigkeit eingetreten ist, in derselben 
WidHB noch etwas waiter gahern 

Kb lauitm dann you y , d, h. von x ^ 0 aus, zwei weitere 
VanlieliiungiBtosiia aus, dio man ab die reflectirten der gegen 


Fig. H7. 



iiinandar liiufantlan StSita betrachten kann. Von nun an laufen 
abt) riach jeckr «eite bin eins Verdlinnungswolle und ein Ver- 
dichtungsitosi, und dazwiichan tritt Gleichgewiobt ein. Der 
VardiohtungBHtoHB kann die VerdUnnungs Welle einholen, und 
dann traten winder neua Verh&ltnisse ein, die wir nicht waiter 
varfolgan kcinuen, Wenigar ainfach liegen die Verhaltnisse in 
dam entail Falle, wo Qi > ist 
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Dreiundzwanzigster Abscbnitt. 


§. 187 , 


i 

I 




Wenn wir die Geschwindigkeit u und die Schwankungen 
der Dichtigkeit q um einen mittleren Werth als unendlich 
kleine Grossen betrachten, sowerdendie Cotangenten in (6) §. 186 
alle nur unendlich wenig von dz V (p'(Qo) abweichen, und es ist 
also c = y (p^iQo) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Lufb- 
welle zu betrachten. Fiir das Boyle’sche Gesetz ergiebt dies 
den Werth c = a, wahrend man fiir das Poisson’sche Gesetz 

7c — 1 

C ^ ^ (Z ^0 ^ 


erhalt. Um a zu eliminiren, wendet man das Gasgesetz an- 
[§.142(3)]: 

pv = BT] 


versteht man unter v das Volumen der Masseneinheit, so ist 
^ ^Iso 

a^Q\-^ = BT 

und folglich 

( 1 ) G = 

Nach Riemann’s Berechnung (Gesammelte Werke, Seite 168) 
stimmt dieser Ausdruck sehr gut mit den Beobachtungen iiber 
die Schallgeschwindigkeit in der Luft iiberein. 

Nimmt man 

h = 1,4101 

und fiir atmospharische Luft bei Null Grad Celsius 


783 750 000, 

so erhalt man aus (1) 

c — 332 44, 

also 332,44 Meter in der Secunde. 

Wir schliessen mit der historischen Bemerkung, dass die Zu-^ 
ruck^ung der Differentialgleichung fur die Luftschwingungen 
auf eine lineare Gleichung schon Ampere bekannt gewesen iat, 

Anf Seite 177 der zweiten Abhandlung iiber partielle Differential 
gleicbungen im Journal de I’ecole polytechnique (Cahier XVm, 
t. XI, 1820) giebt er dazu einen Weg an, den wir im An.- 
schluss an die von Riemann gebraucbte Bezeicbnung kurz so 
darstellen konnen. 

Wenn man unter Voraussetzung des Boyle’schen Geaetzes i 




( 2 ) 


187. 


Anfangliche Gleichgewiclitsstoruiig. 
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etzt, so reduciren sich die beiden Gleichungen §. 174 (4) auf 
lie eine 


_L 0 ^ l^JL -U ^ _ 0 

dxdxdt^lXdcc) \dx^~ ' 

on der Ampere ausgeht. Er setzt dann 


+ [(If ; 


^ I 1 (^\ 

dt 2 \dxJ '^dx 


dy n 
a TT^ = 2 a «, 


dy ,l {dyy_, ^ — <>a3 

M^2\dx) 


md nach (2) und §. 182 (2) stimmen dann a, j3 mit — r, — s 
iberein. 

Es wird ferner eine Function rj definirt durch 
71 = y — — a,)x — [a(/3 + “) — I (^ — “)“] 

lie nach §. 183 (4) mit Riemann’s — to iibereinstimmt, und fiir 
lie sich die partielle Differentialgleichung 

0215 

g«0|3 0w d§ 

'-rgiebt, in genauer Uebereinstimmung mit der Gleichung §. 184 
1). Die Integration dieser Gleichung aber, und besonders die 
Jntersuchung der TJnstetigkeiten, ist Riemann’s Verdienst. 
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Zwcitir 

a.( die G.«m. U^rUUm.- Il» - 'f 'f 
seton der 0«n» .W.T l.am..s, ..-d -Ii. ««l 

{■] entlialten. 

Daman aus vier 

auswahlen kann, ho orh:i U runn ^ 

verschiedene Integral.* d.-r ^ 

rentialgleichuug, die ..-do.- . n . . ^ 

brauchbar sincl, wfil d..* v..-r l..d.nbU, 
alle zugleioh bcstehen kwiui.*n. 

Man kann sid. von dor in «m . ntbaUerioD 
Voraussetzung frei mad.™. .o-u. -nnjfet 

druck M nach (6) and. dann r.*rM b«»d,. . wc,, 
gration in Bezug auf die ^ 

zurlicklaufendenWege H««0d»d. 'l-r k. in.*n dti l ^ 

beriibrt, und dor so i*t. da.» di.* lu: 

\ .iIhIiTUU ^ 
Wrftli % 

1%?. d©ni 

fs^i^^vgfiition 5 

um^’h i* tic I4i a ill i«ur i 

Fig. 2 zeigt eirien nolrtii^n Vk^-% *“^^**1 j' 

kritischen Puiikti* a, b /.wcirtiit!, md in en 
Siima umlaufaus so ihm liieh 4i'*'’ I d 

cp{s) bei jedem l^'roknf innwiiiat . ai: 

dem ’verschwiiiikt dai Iiitfigral 



fi'fi i I 
1 1 


4 ^ 


auf dieaem Wege goaoroiiwn. s4*i4«< 1», 

Derm nehmen wir 0 «ad 1 llir n ‘^nd /. urn 
y — j3 positiv rorans, m Ibnnro «jr .!;*• tn*r Sti 
des Integratioii8wegi?« in Fif, i aH** .»>»f die ‘ 
sammenzieheii. Hat in piji#|»fwls«s^4. n I'linkt. 
Sferecken die Function di** WrriF** f , i»i <r-j, < 


') Pochbamwcf, #«# si.t do' 

Mathem8.tig<'he Annstw. W. I'l. 





iJni^arp 'i‘ r sin h tu rm a I icnj. 




H *’ H i 

(f I ■ r'***-* if -i - ' i'^ t '- (;-j 

(f ^ tMi ^ 

mnl (las iilx r <ti^u lati'^nttiiuisvvt***: ilrr J ^nnoiuiniuia Inte^nil 
// j .s' * ^ i i ,s' |< ' * { I ./\S} t/s 

(‘ritiilt tlt‘11 Warth 

I 

(lilt// it ''ij ■•<' '(I h’l' ■' '(1 .'N) "(/s. 

r 

H 

is,! Villi SnW vfT*'a‘hi*»«ian . wt^iii nirlit ji iuIit /i / 

Zalil i-‘l. 


L i III’ a r i* 1 * r a n 54 fa r m a t i ti ti, 

iHircii l'titfi»rmiiri|( di^r in §■ 14 hi’^prarlKniiui latagml- 

ilarnlirltungi’ii gftwituit iimn iiiifn mnia clia friiliar g«*fiitnl<nH*ti 
2i clurrh hy{an*g«Hniiatrim*ha Itaihaji » iiiclani 

umn iliii iffi^rs<*ttiiHii»iiini {!it«^gnttiaaHgrfm'/.an diiri’h tiiiaarr* TriiaH'^ 
luriiisittiafi iinf {'i m$rl I /JtriHtklMliil. 

In tfiiii’r litii’art’H SuliHtitntinii /AviHrlii*n w^'i Vnniilitt*u s 
un*! / 

A> 1 // 

\ n 

laHHrfi Hirli slit’ iaisiVis'iniitau A, !L Im^tiniiritni* diwn 4rnj 

g«*gabt*iiini Wi-irlli«a« viHi n slrtn ghnrhfalk gt^giflmnn VVrrilin vtm 
t Wi^nii \vir hIimi di«’ viiT 

«>, i. / , * 

t 

slfiii vi«*r Wf^rtlii^ii 

t i>. t, r . ‘ 

i 

in irgwiicl iiimir IWlii^iifolgi^ wnratw, wntin r 

gr^gi^Mni iil^ ^1 tlutii mm (1) -m ini, mi inliiUt iniin 

24 ’lolrliir iliii cliiH Iriingml 

I 

If K'” j* S< * (I -- «)» * ’ (I >■" ■’‘*^-** 

m 

itttf t'in rthtilkli K«'l»iltkteii 
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Zweiter Abschnitt. 


^ 15 . 


Bezeichnen mr die Werthe 0, 1, oo , l/x^ in irgei . eiiier 
Eeihenfolge mit a, c, e, so konnen wir also festsetzen, ass die 
Werthe 

^ . 1 

( 2 ) ’ ’ ’ 

t = a, c, e 

sich in dieser Eeihenfolge entsprechen sollen. Dann kdin m wir 
die lineare Substitution (1) in der Form annehmen: 

i — ah c 

die mit jeder der beiden folgenden gleiclibedeutend ist: 


1 




S =: 


~XS = 


t — h a -- c 
t — c a — 
t — e a — c 
t c a — e’ 


woraus man noch erhalt, wenn man in (8) t = s 
setzt: 


l/x 


( 5 ) 


e — c b — a 


1 — X 


{h 


■ e) (a — c) 

■c)\a--ey 


— e-a 6-c’ ^ ^ "' — (T 

uad durch logarithmisclie Differentiation von (3); 

^ (a — c) dt 

s ~~ (t — a) (t -^c) 

Danacli findet man die folgende Transformation |'§. 13, 3 )|; 


( 6 ) 


ds 

ft 


0 

h 

— f ~ (t — jy-/*-! (t — cY~y (t cY-« 

J (c — h)-S> {a — CY+I>-Y {a — ^y='i~{dY—--gy-a '• - 

nnd hierin Sind 24 verschiedene Darstellungen der JF-Pun, ion 
dimch bestimmte Integrals enthalten. Die Variable a;, die aus 

£ttckr ’ verschiedene ns- 

X = x„ 1 — a:i, 1, hzzl. 1. ,_,£i 

Xi ^1 ’ 1 Xi'^ Xy T * 



f.i ri fur t‘ I'miiHlit rmatiii n. 



Dritter Afisriuijt!. 


Die /^-Punotion von Riomiiiui. 


§• I*'- 

Definition dor (y-Fiiiji’liou 


Die Metlioden uiid Ifulftiniiltoi, di.- dn- i tnii h'-iH-SjSJi.-.Hir ! 
mann verdankt, dereii OruiitlKPilsuiko daiiu Ii. hMs*, , j,,.- I us.. 
dutch eine mdglichst kleito* Zahl von oi. ihi.u.u 

Eigenschaiten zu definirrn, luid er^t m *Krji«u iuiii, nj > 
analytischen Daratellung tilHsrzugehi'tj, lialM'ii ^s.it si* .lot } },< 
der linearen Differentialgleichuiigpii als iVn. hi},;*, 

wiesen, und siiid aueh in den Anwifiwinngwsi unf luit?})* juut, 
Physik von grossem Nutzen. wheim d«l».-r 
einen Uehorblick Uber die Krgebnj»» dipw.r 
soweit sio die hypergeoinetrisrhen „ 

Ea werde eine Function 


(^) V I «, fi, j. 

f 

dor complexen Variablen die wir «lje g.rnumm, tmum, d, 
emer aolchen Innelion wiiMeli gMU#!}, b «if. n bh 

von Ml IB dBr rmgpbtt»»g 

atetig ,. 041 ,.: h , 

Funotio^ **^******^ »a*i«*t|»rwl»p»i , 4iim %j< fi 

unoDon Q m mm Iteiho entwicieii, fci, 4,* 


h»*iuut iiiii fli*r 'i'" I’ ll iM'i iuii. 
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It;. 


jitisiiivrit vuii ix ./jji furtsi’hrtuti't, ili*n‘n 

kr«ns laa di ii l»i;^ zuiii uin lintrii tlrr tlin*i Punktf h, a 

1^1 r tier l‘uiiktt‘ r iiu rurudlichtMi , so litsHl 

ata^srrhulh I'fwiNsiat Kraist^s in aiuc, 

Us'iln^ nai'li urn I .r fu! wifkt'ln. 

Ihr dm r u n k t a a. /#. r n t* u n n n wir tliMi I'lstiMu /.\Y(ulc*h 
iUid dnlta-n Vi‘r/.wtdf.nnr4 Npuukt tli-r Kunftiun 

Wir Hrhlii**. ^i-ij ant'll dt*u Kail niidit ans, das^ tdinn’ dii’HtT 
\'rr/Wr54nn4‘^|Hiiiiid«* iu'> riH'iidlirlir iallt. 

\\ tiiii uir il* ii Kiiukt t in 1%1 h'im‘ ^an ir^fud finin’ 

Aidan4’-'la4«^ j\. ain'» fiuins in'^^'klnH’-^tniini \Vt‘4 Ittf'^flirtnlitni lassmi, 
nu i.vinl (J Itri A«'ndt‘ruti4 uitalin* /it Ninninii Ansgani 4 ‘^\vin'tli 

/unn’li^f kriiii -’^^nn, Wfuii ilifHin’ ^fHt'ldttHsnin* Wr^ ktdinni tltn* 
«ls> i \ in /wfiunnu-dHUiiktf ndt-r itindi alia drtn cntiHrhlit‘Hht. Ihnin 
ni liindrn kaUmi kann drf HfKtddnhHtnin Wt^g ulmn I ndicn^Hidirtn-* 
tmm «nn«^-H Vin-/wrigiiHg^-*punktfH nut cnnnn runkt /u*HUintmni- 
gf/ogini %v*nil«nn 

Wriifi iilii*r dnr ||imrhlni4Mtnin Wng liuderH bnmdtiifFan ho 
%% ird iiii Allgriiiaiiiaa m inniiim liiidarini Wnrihn (/ gfdangt 
Hiiii, m i’4 ahn Q irndirwinlliig* innl im kaiut auf diant^ Wninv 
Hrlbul III tifdii^gr«nt/.f wlx Hitdiin* Wnriltn Ultfi'^rlnni, dit* wir dit^ 
ds’r f,/-* K uih' tinii inniinnt. tbalfr H«»ltdn* Zwtng i^t tlanu, 
um d«nii Vrr/wrngiingHjuinkin iihgfwdMni, tntn* imdljt'lin nrnl 4tdign 

KiilnilMn v«»n .1. 

Wir 

IL Kh girlii Z %v 11 i g f f/, dm nirlii in ranMiiinl«*iti 

\ gtidiiui, iiUi'r /winrlitMi irgnnd cinM 
(/" dnr 1 *' y n r f inn hmitnlit ninii 
i III n II r It I II 1 1 «i ti tn i t r n nn t a 11 in u L‘ n 1 * ff i v i r* n 1 1 * u : 

lit r9 . ^ , . Cl, 

Ihirrti irgriid zwi^i nitdit tn riHiitniifnm Vnrhiiltni^^ 
MirliroiHlft" Zwidgr^ i/* riiitm r/*- Fuiit^linii kiuin jndar itim 
Xwing liiii'ftf lintiHiicrii mi t f'lin lui ir n Cndffiritnitrri 
M im g ml r II kl w r il w 11 . 

Kfi knitiml infill ilritlr |limlimsn«ii|f Idn/ii, dia i!iw Varlmltim 
dm- Iniigidiuitg dir Vtirwingung^imnkii 

ill lti»’ I'liiiriinri g i%i in ji?il©r diir drai Fnrmrii 
ditr'H 1,1*1 Itinr: 
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Dritter Abschnitt. 

§. 16. 


Ga 


( 3 ) 

C/? -f- Cti’ ^ 



Cy Qy “h ^Y' ^ 



mit constanten Coefficienten Ca, Ca^, , 

. . c/, s dass 

(4) 

{x — a)-« — a)-^' 



in der TJmgebung von a endlicli,.stetig un fiir 
X = a von Null verscliieden, also nach posi' .ven 
ganzenPotenzenvoii(a; — a)entwickelbar in cl 
und dass 

^ ^ (X— cyyQy, {x — c)~rQr 

in der TJmgebung derbeiden andexen Verz ^ei- 
gungspunkte dieselbe Eigenschaft haben. 

Wenii einer der Verzweigungspunkt e, twa 
im Unendlichen liegt, so ist bier 1/a; an S slle 
von X — 6 zu setzen. 

In den verschiedenen Zweigen einer Q-¥ no- 
tion sollen die Qy' dieselben sein, und nur 

die Constanten Ca Cyr verschieden. 

Die «, cc'; /3, /3'; y, / sind gegebene reelle oder imag lare 
Grossen, die das erste, zweite, dritte Exponenten] aar 
beissen. Fiir diese wird sich nachher nocb eine Beschran ung 
ergeben. 

Zur eindeutigen Bestimmung der • konnen wir twa 
noch festsetzen, dass 'die Entwickelungen der Functionei (4) 
und (5) mit 1 beginnen. 

Die Zerlegung von Q in die beiden Bestandtheile 
ware nur dann nicbt eindeutig, wenn und in consta: :em 
Verbaltniss stehen, und dies ist nur moglich, wenn cc = (x ist. 

Da wir die Existenz zweier linear unabhangiger Zweige dex** 
^-Function : 

/0\ Q' = Ca <3“ Ca' Q^\ 

Q" = c^ + c:;. 

vorausgesetzt haben, so lassen sich auch linear d rch 

Q'" ausdriicken, und daraus folgt, dass die t jiin 

man sie iiber die ganze Ebene stetig fortsetzt, selbst (J-Functh len 
sind. Das Gleiche gilt von den Qy,'. 


iMjIf.nn-it a 115^ (h‘r Ih'i'i uiiion. 


i; 


4 ,'i 


Aus iliT AiiUiihiiio !ii) ergiflil sinh udcli, (Uikh Q" uiid V"' 
iiii'tit ill I'oiistiiiiti'iii \ 1 'i‘liiiUiiiss sti'lu'ii uiul (liisHclbts gilt voii 
ilfii zwi'i l’:uin!ii Q.‘, 


§. 17 . 

F<tlgi‘rung<*n auH ihu’ 


Wir halii-u bci dttr Dt^fmition dcr (^-Fuiudinn ktiiiieii l’iit(‘r- 
Miiud zwinchfit deii ilrid I'uiiktcu n, //, i' gornadht, 

Wir lialicjti liiiTUJicli dan Sutz: 

1. IMi’ y - F « lil t ion bli'ilit uiigciliidtix't, wonu dio 
dn i \ iTticulriMhcii 


f» h {' 

« [i y 

tf! if f 

hi'linlug unti'r lunuiidor vnrtimHcht wordon. 

«*. Wir kntitii'U dii’ Vnrinhlo w in ninor (^-Function 
l•tllnr lutoJiriMi TrunHfnrnmtion untorwnrrcMi, 
wi'iiii wir gh'irhzni I i g dit* I'urikl i* h, r dnr- 
iilhi’ii linoitri'ti T r im» fn riii iit io ii iniicrwnrrnn. 
Wi'uii jil’xi .1, /?, (\ 1) (lofiHliinton Ixulmilcii , dcri'ii Dc- 
ti'rinituinii* A i> Hi* von Null vorwldadntt int, iind 


I i I 


Ar' i Ji 
('.i‘ i l> 


ivird tiiid h\ c' ilii' Wi'rtlin iiinlculi'n, dii* fiir 


,r' • ■ ■ 

u, ■* 

h. 


. .. f. 

iitilillilllil, mi 






\ 


,u\ 

}>\ (■' 

<«.’• V 1 «. fi. 

r 

g' 


r 

ff. 

f ’ 



d'. r' 


Kx ta «U*i« idiio MiimiUidliari' Folgnrutig atiH der Didinition, 
wonn Iwritrkukhtigt, daw, wmm Cn' | D von Null vni'- 
indii«d«n i’ll. 

(Alt //rjt.r' 

■* " '* (r.r { t It) 

i»i, iiBil dflai* tfib FoUnix von Cjf -f D in dor Uingnbung dna 



Dritter Abschnitt. 
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§• 17 


Punktes — a* nach steigenden Potenzen von x* — a' en vickel- 
bar ist. 

1st dagegen a = oo, so ist Ca^ D = 0^ nnd jede Potenz 
von 1 fx ist nach steigenden Potenzen von x' — a' entwi celbar. 

Durch Anwendung des Satzes 2. , konnen wir nui durch 
lineare Transformation jede ^-Function aus einer sp nellen 
ableiten, in der a, 6, c die Wertlie 0, oo, 1 haben, und es jeniigt 
also, wenn wir nns von jetzt ab mit diesen speciellen Q-Fur tionen 
beschaftigen. 

Zur Vereinfachung der Bezeichnung setzen wir 


( 3 ) 


/O, 1 

C «, ft r 

ft, y'' 




Wenn wir an Stelle von x eine der sechs Variablen 


X, 


X 


1 — X^ X 


einfiihren, so warden die drei Werthe 0, oo, 1 auf alle in ?liclie 
Arten mit einander permutirt, und aus 2. ergiebt sich de Satz: 
3. Eine ^-Function mit den Verzweigungspu kten 
. 0, oo, 1 kann auf folgende sechs Arten d rge- 
gestellt werden: 


(*) 


«(“; 'A, . ' I, 

\« , ft, / / \/, ft. « / \ft, « , / a 

n (y-> “> a:— 1 \ „//3, y, a 1 \ ^/a, y, c \ 

^ V/, < ft a? P ^ Vft, ft, «' 1—^/’ ^ V, ft, ft « - 1/ 


Endlicb lassen sich, wie gleichfalls aus der Definiti( l un- 
mittelbar zu ersehen ist, die Exponenten der ver- 

andern, und man erhalt, wenn £, d beliebige Grossen sind 




-ftft ft — 5 — £, y'-j- 




Man bemerke, dass bei der Umformung (5) die Sumr. i der 
Exponenten 

(6) w -f- |3 -f“ r, + 06' + = S 

in beiden ^-Function en dieselbe geblieben ist. 

Alle diese Umform ungen haben den Sinn, dass, wenn inter 
zwei einander gleich gesetzten ^-Functionen die eine den J sfini- 
tionen entspricht, dasselbe von der anderen gilt. Auf eine virk- 


I"”. I>i s I tir ‘li<' 4.'» 

lirlii* Iilt‘iitit:it wiinlr (‘I’ht «htiin /u sfhlifssfu sniu, wt*iin tliu I)t‘ihii- 
tittiir*u tlahiii ila^ts siv, tlic ('jZ-Kimotioii cimliHitiK 

tuiil \vt‘rin In-itlr tlit‘si‘n (‘rwf^if^rten Ht‘- 

dingtuiut'ii 


lit- st ua la u im ilrr 1* u lu* t i t» ii U i Tfi* r <* u 1 1:1 1 • 

‘4l«u «‘h U n L^ 


Kh ij, (/ /w« i liirht in runHluutrni \ (a'hiilt niss hti-lu iiila 

Zwrt|.*a K’larr 


nl 

fH ' 

/ ' 

) 

Han, 

^vir: 




ij 

//» V 

iV^ (/ 


ii J 

tf 

d 4 ’* 

i2i 

Hf/t ‘h 

d g 

d(/ 


ti ,1 * 

d .r ' 

d X 




</ 


Hi rni Jijij ' «i mm liiiimr« Diffaraiitiiilglaichuiig /.writii' Or<F 
iiiifiilf, *li«’ «lia hmdms piirtiriilami Itit«*Knila i^K Fat, nut] fa!g« 
lirli dial iillgsaiiailia Infr^nil 

if ■ ^ 

wpiiii di*^ hiihI 

Wsr 

. , ‘In . , . 


./jjri ./« 


I . : ■1,9- 


.h. ■ 


^ dx ' 


du/ 

, */* Q 

g , , 

^ d .f >' 


d(/ d*g 

d X d i 

dg d '(/ 
d ;r dx® 


I Ho Fiiiirli«»«»*n #/j, -/| iUmmU fncUic’h iiimI 
iHil Au«imUm«i di*r VWstwi'igungnjniiikti'. Wir habm ihr Vi<r- 
lmU»»n iM n!->t in dun I’lmkteti 0, 1, *, ndliiT 

?.H iii(t«f*tirhen. 
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Dritter Absclinitt. 


§. 18 . 


Diese Untersuchung wircl sehr vereinfacht durch die blgende 
Bemerkuug: 

Nach §. 16 (6) ist 

Q = CaQ-^ CcrQ-', 

= Ca^ -j- Ca' 0“', 

wenn die Ca, c'a, Ca', c'a> Constanten sind, deren Determii inte 

-d. — ■ Cot Ca* Cot’ Cot 


von Null verschieden ist. 

Bezeichnen wir also mit die Functionen die aus 

Jo, J-y, z/j entstehen, wenn wir Q, Q’ durch Q^' ers ;zen, so 
ergiebt sich aus dem Multiplicationssatze der Determina ten 

(6) Jo = 

und ebenso ergiebt sich 

(7) Jo = BJ{, Jy = BJI{, Jt, = BJ{, 

( 8 ) Jo = GJy, Jy = CJy, J^ = CJy, 
worin A, B, 0 von Null verschiedene Constanten sind. 

Wir nehmen nun folgende Anfange der Entwickelui j: 



= a;“-| 

dQ“ 

’ dx ■ 

— 


1 ) 

r 

= + 

’ dx ^ 

= 

SXj «> 

•11 

r 

■l)x^ 

woraus sich ergiebt: 





At 

= (a- 


-i_ ..., 


( 9 ) 

At 

= («■ 

— «')(! — cc - 

— tt')x“ + “'~^ -j- 

* ' *7 


At 

= K a' 

'(a + — 8 _j_ . . 



und hierin wachsen die Exponenten immer uto eine 
Ebenso findet man> 


-^+-, 


Cinheit. 


^0 = — (y — y')(i — x)y+y'-^ -| — , 

(10) Jy= (y — /)(! — y — y')(i — x)y + y'~^ 
Ay = — yy’('y — ’/)(! — + r'-s _j_ . . . 

in der TJmgebung der Punktes x = 1 und 
Af^o == — (|8 — -| , 

(11) J\ = - (^ _ j3')03 + i3' + l)rr-,«-^'-2 + 

4/| — — |3/3'(j3 — ... 

in der- Umgebung des Punktes x == <k. 



t iH. 


i h i t t‘ r«‘ ni i :t 1 Ir if h u n 5 .^ l ur «li‘‘ 
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Xus iti), (7i, (Ji), (lO| f'r! 4 H*hl Hi«*h ;ils«i^ ilass ilic* drei Fiiiic*' 


lUUHUl 

,» “ •'■(1 .,)l 4 < 

'■/„ 

,/u- 


( ' •“ "'(1 J )- . . 


,/i« 


.» ' ‘ '*'(1 ' >' 


■ ■ A 

fur a!li' 

'• ml 1 i fit I* 11 \Y !• rt It !• win 

.1 (' 

ml I ll'll mill 


■^iiuK uiui atiH (Hj uud (Ilf tlass 

iFH \L. ’'“/ii V’^ 

till' j i fudlirh ujmI liltMhi.^ wrnn ,s wit’ fruht*r 

4m* niHtmtium hid 

1 M I H fi ^ fl ‘ fV ’ y ! y\ 

Mnn mi4it hiMmuH, i\mn cUm UirtVrMiiiinltjUMtimittni vun /i,, /,, 
tlvrtm Ctriulp httlii^r mnd iil« I 2 *H h, flir iilli* 

riHllirhrn WMithi* Villi X micllith urul hiiuI, utitl im Ihi- 

rfpllis'lsr'iii vimdtwiiidim luitl cliiw DiHi^rMnUalriuatii^iitan iind rilwi 
iHil. !. % n,) iiluniiwh gUdelt Null 

llii^rimefi ^iiul ilii^ /|. ft riitiijnii!t* Fiuio 

liiuipii Villi j\, nisil ilirti Ciratlt^ mijuI nitah (U1) gltdc’h 1 n, 

H, *d M Mill!!* iim luiH^ giUi/.M ZnJil 1111*111-1^1^% 

flirnuiH Mfujidit mvh laiM* llrnrlimtikiuig fur diM Ki^jHiinuitiUM 
4 m’ mnu mmx %vMmi MxiHiirtjji mdl; 

tv. I H r E % I HI !i « II I r li H n fu in i* 

n ■ m * m* ^ (I ^ (f y y 
iniiiiii riuM Ziihl snin luul kanti nielit 

m\% t MiHti, 

Wrriii mar lUiiiui alliai Ciliialiirti giuwHnmiiiin Fietor ali» 
Ml «*riirEi mh hii^rnurh fisr «li« IHffftratitiidiliichimg, dm 
ill*’ y=^Fiiiirli«iii g#tiiifiai mm% tliii F«:im: 

iU,) sHi I ^)A ^ +A9 0* 

u««l wir hMbftn al»t) «itt« lHff«wiitiftifW«hung mit rfttiottAUni 

IVlwr tl«n K«i«itti8erthwif tbr Function»n /#, /^ /* mit dc<ti 
Knjwnriitwii k«intM»n -wir m* («|, (10), fU) noch uintm Hchluns 
*i«l»«*ti, mmii wir nsirb (l‘i) d«»Q«»U«ttt«R biW«n. E« folgt tltty»w«: 
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(,«)■ A. 


(17) A 


Dritter Abschnitt. 


a;(l — x) ^ = 1 — a — k' 


fi * = 


= — 1 “h y 

= -^(/3 + i3'+ 1) 


^2 


^0 


ci a 


= ry 

=: (5 


fur = 0, 

}? ^ f ) 


CO . 




§* 19 

0 , 

1, 

00 ; 


^ r""' 
I"'- 


Ilf: 

i® 


§. 19. 

Die P-Function unci die hypergeometrisclie I fferential- 

gleichiing. 


?K:VV-<' 

Sipii 

■teliiii 


Der ausgezeichnetste Fall cler Q -Function ist 
die Summe s ihren grossten Werth 1 tat. .Diese 
der ^-Function wollen wir die P-Function nenne 

bezeichneD. 

In dtesem Falle ist die Function /o constant u 
gesetzt werden. fi ist vom ersten, vom zweitc 
dunob die Relation en §. 18, (16), (17) sind diese beidi 
ySllig bestinamt. Es ergiebt sich: 

<2) /i = (1 — « — «') (l—a;) — (l—y — 

= 1 — « — oj' — (1H-/3 + 

(8) /a — — /3/3'a?(l — x) + ««'(! — x) + 

Die Difierentialgleichung fiir die P-Function 1 
mO 0 b Tereinfaoben. Es ist namlicli nach §. 17, (5) 



xyp(^ 


/«, /3. r \ 

U', / ) 


a — a\ /3 + 06 ' + y\ y — 
0, + «' H- y\ 0 

daher ausreichend, wenn wir weitertin 
^7 r 


der, in clem 
3 Sondere Art 
und mit 


d kann =5 1 
Grad, uml 
i Functionen 

y* X, 

5st siot aber 


x) 

die Function 


y = P 

also a' = 


U, iS', 0 ) 

y' z=: 0 setzen. 



IhirHt«*Uuu|.i^' cl(*r i^-Kuiuriion. 
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ivi. ihl diUiii 

fro » /J . - i ir -r: 1 , 

und ‘!i«' lMinrti(»u iaj int t‘iu Iut,i*p;rul (l(‘r Difrcreutialgleicftung: 

: i'l «) 1 ft' I 1)^1 1^, - ftft'y = 0, 

i\h\ wi«* mail mil lU-r li v inM'gmnnclriHi’luoi Differuntial- 
ulii?r«*iiiHtimiiit \i, 5 {(O]. 

Ksiif jiartirulnri" (Hoifliiuig ini 

I'- 1 f/ li\ 1 u, .r), 

\vi*uii /'■' ttir !i} |j«n’iirnmrtriM*lir Iteilu^ bt‘di‘uti '1 


2(h 


i\rr /'-Fu lie turn durrli Uypcrgaometrisclio 
liidhtoi. 


Wir madlrni mill iiarh iidgcm, wii* mun lungokcdirt aus dor 
III ji«’r||psiiiirtriwli«^ri tHIlbrmiliitlulirH'hiiiig m ilcr /^-Function go- 
laligF 

Ksiir htmm^ IHI 1 wmttiiUdi?ic‘btnig 7 ,woiU‘r Ordiiung bat, -wio 
wir iiiir /.w«a liiimir mutlibitugigo particuilaro LliHirngon 

„¥i » ^fr wir tiiii irgi'iul «*imT lalHUiig y aua, uiul bo- 

III «b^r .r-J%b 8 ^jii* irgioid tim'U VVog, ho kaim, ho lange 
%ti'h y aii 4 Ibfrrr«^isl.iiiib|tmtitoitini litotig ilndani, dio Diffo- 

^nrhl m boitidimh Gebt man mit .r 

mm mi wiril mch y im Allgtmioimm ge- 

^ liiilipfi. Alw^r df^r mi gowotuiftiio Zwoig if jit imtnor noch 
iirr llift^mitiidgliarlumg. Aik vorHcbitHkmtni Zwoigo 
drr Fitiirtiisfi i| %iml iil«i kwaiigi^ii di?iri«*U>an DIHanmtialgleicbuTig, 
tiiid flir Fiiiirimii ki akci immor dio Hodiagung % 16 , 11 

Wrirdi^ii mif dii’i mtt db* byjmrgciomatriHcbB Diilbrontial- 
gb^irtitiiif an* littlM«ii wir iiiir dm dnn miigulilron Punkto 0 , oo, 1 

JiHi« pa,rlirilftf« lakiiiig kiinri abar dann nach 8 linoar 

dnrrh ... r. 

f\, I' I ill Fmgi^baiig ton .r 0^ 

F%n 1*1 ft » ^ ^ 

|«" F m *1 ^ 

I # P ^ ^ 






ou 

dargestellt werdcn, uiul wciin wir nhn tiarh S. lu (s, 

/-; — Fiii. (i', I f*- n 

setzen, so ist die Losung d.-r IHRermitialKleirhung f.i 
P-Funetioii : 

» « J 

■') 




a, ff. 1 - « “ /< 


p'. 


Wollen wir zur sllgfriieiiieti P4titu ti«ui g.dtfii, ■ 
wir die Forme! §. 19 <4) jitauwen.liii . tni«i vvir . rl.alti-n 
Function 

' « , (i \ r * 

die sechs Bestandtheile r^... *»'»'> «>r »>* •!..n 

fur die ... F; (?!. ») 

durch /3 4 -«' i J'' * **’ * " 

ersetzen: 

P« =^(l— F(u ^ ^ f. « 

p**' rs xf F(a* ^ 




liir 


uriiirln 


I 

#'t r 


#' * 

ri * 


€€ 

m 


(i) 


P/* z= X~f F(«*' 4 ^4 f.» * (i ] f,l 

Pf = — ij tiai" i ^ t y\« • • /. 1 

Pr ar)? F(«'4<*4-^ m‘ i- fi' - j% t • ; 




ir. 


py' =:»«'( 1 — 3;f F(«'4-^:^. » }•', t i r 

Hierbei ist ftber forsBUgenttst, «te« kuiri*.' tl^r »lrn! 
renzen « — ^ y ■— f' Bine nan**’ /.abl ■ 

diesen FMlen trsti», wi« wir in |. H KBwltBn kaimji. 
vollstandigen Integratioa dsr IHfF 

gleiohung logarithmi*«li« <l!ii}il»r auf awl «is«* 
filr die P- Function kdani# ttkbl vwlkliiiiiltg h 

werden. Nur unter besfflMteren Vt>rawi««»l*nr»g<f*n k«*»' 
logmthmischeu Gltoder m 4mt dAnti wtBiicr 

tionen exisGrem MsptekweiM kt oaett |. II Fip, t. 'i, 


jr K 
J-l, 

‘ I. 

* ). 

J'- f 

1 

I •■ .I’i, 
IiifiV* 
III 
im 

“Mfitiiii* 

mug*m 

Ttmhgl 

m 4 f# 

rii m\m:$ 


(• 


• I, fi, 

0 , 1 . « 




eine ecbte P>Fnttction, obvrob! m ^ d mm §mm) ZhIiI i t 


i. 21. A i I* i t li n I.'' <li«r y - iMnu'f min'ii siuj. ili'U I'Anicl ioiHMi. 


Alilfituiiy; .h-i- O-Funrt Itnn-u aits dca /'-Kuiictioncn. 


r"! 

H, r 


Auh itfu /'-Fum-tituicn k:uin uiaii a.uf iulf^oiulti 

iVcisi* InTlaiti'ii. F,s ist zmiiicliKt, wi>uu 

/' .'■) 

/i', y J 

wird^ 

Q U ! 1 1 ^ r \ 

I, i U / I 

llitl tululirli 

^11 'I'r 1 ' ’'■')■ 

U.I \u\ fi' I, '/ J 

\\«am wir ulsti tail, /J(j) mid //{.<) jtwtd }4ati/,i) ratioimU* 
vuu x liiwiidmwu, tUa bnii liawmdt'niK Verlmllen /.u 
1*11 Fmiktiai (>, 1 Italimi, Aiu) vom (imdtt n I, //(x) voia 
*md*< >1, w» ist 

I, >; ,), 

lad int ilia Hu«iu(i» tlt*r K*IKili«litfln 

2l .1 « MM ?' i «' f i Y' I 

iKii aim* miguriula iiMf{ativ«» giiuzii Zahl. Di« Funalioiian 
4(.«| mill //(X) aiiUiaUini ziiHiinmiMi, wann man von oinom ge- 
naima'liiifllii lwM roiiHtHiiteii Fiu-tor aliaioht, 'i h willkiirlitiho Con- 
ilii* in P nirht vorkomrnim, mid ns enthillt also tlio 
</-Ftttuditni (1; 'in •”'* 1 «, willkllrliolm tkniatiwiUm melir aJu 

111* Fnntttion P. 

Uan Fall «itii« gamtUm » kiinnen wir hiaraua duroh SiiftciaU- 
lirung tthlt*it«H. Winiu wir nainUrh din Foiifllcwnten von A (x) 
und ll(x) ilnr lindingung mtlorwi'rfen, daw 
3) «*d(0) f 0 

mill soil, «» f4ngt di« Kiitwickoluiig von ly*' in (1) orst mit dor 
I’otanis jc* ♦ ’ an, wihrwnd die andoreu Entwiokeluugmi ungekndert 
blriben. Wir •rWtea also ein* Function 

^ ^ V d' ™ M, y' ) ’ 


f« ■ I, 
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Dritter Absohnitt. §, 22. 

Die Anzahl der Constanten, die in (1) bleiben, ist bier egen 
(3) nur 2n — 1, also gleichfalls 1 — s. 

Die Frage, ob auf diese Weise alle ^-Functionen ai den 
P-Functionen abgeleitet werden konnen, wollen wir bier licbt 
weiter erortern. Ibre Beantwortung bangt davon ab, wie viele 
willkiirliche Constanten in der Differentialgleicbung fii die 
Function §. 18 (15) iibrig bleiben. Man bat dabei i be- 
acbten, dass /o eine Function vom Grade 1 — s ist, und da 5 die 
Nullpunkte dieser Function, wenn /i, /j unbestimmt bleibe , zu 
den singularen Punkten der Differentialgleicbung gebdren Es 
sind also nocb Bedingungen fiir die Coefficienten von /j, / auf- 
zustellen , durcb die der singulare Cbarakter dieser Punkt( auf- 
geboben vrird 1 ). 

§. 22 . 

Specielle Umformungen der P-Function. 

Die Frucbtbarkeit der Rienaann’scben Betracbtungs eise 
zeigt sicb deutlicb in der grossen Einfacbbeit, mit der sic die 
speciellen Umformungen ergeben, die Kummer zuerst mit < lem 
grossen Recbnungsaufwande abgeleitet bat®). Nebmen wir s , es 
babe in einer P- Function eine der Exponentendifferenzen , twa 
«' — «, den Wertb Vj, dann konnen wir diese Function acb 
§. 17 (5) durcb 

( 1 ) 

ersetzen. Von den beiden Functionen P", schreitet die ?8to 
nach ganzen Potenzen von die zweite iiach ganzen Pot€ zen 

Vergl, Riemann’s math ematis die Werke, 2. Aufl., S. 7 f, 
Danach mussen fiir jede Wurzel X von /q (x) = 0 zwei Bedingunge; be- 
steheii, voh denen die eine so lautet: 

, 6 ) AW 1 

Hierzu kommen die sechs Bedingungen §. 18 (16), (17). Man . idet 
leicht durcb Partialbrucbzerlegung von (x) /x (1 — x) (x), dass voi den 
1— $ Bedingungen (5) eine mittelst §. 18 (16) aus den iibrigen folgt, and 
danach entbalt die Differentialgleicbung fiir die ^-Function, abgesebei ^ron 
einem constanten Factor, nocb 

1 — s + 3 — . s ’+ 4:. — s — 2(1 — s) — 6 4-1 = 1—5 
unbeatiinmte Constanten, ubereinstipmend xnit def oben gefundenen abl 
der Constanten in der ^-Function (1) und (4). 

*) Orelle’s- Journal 15 (1895). 


0 , ^ y ] 


§• 22 . 


Specielle Umform ungen der P-Function. 
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von ^[x fort, und wenn wir also ^|x = ^ setzen, so ist der Punkt 
I = 0 in der |-Ebeae kein Verzweigungspunkt mehr, sondern 
ein Punkt, in clem die Function eindeutig nnd stetig ist. Da- 
gegen sind jetzt die beiden Punkte | = 1, in denen 1 — x 

verschwindet, Verzweigungspunkte, und die Entwickelungen nach 
Potenzen von 1 — ^ und 1+1 beginnen mit (1 i (1 + |)r'. 
Die Entwickelung in der Umgebnng des unendlich entfernten 
Punktes beginnt mit x—^\ also mit Demnach 

ergiebt sich folgende Umfbrmung: 




/ y 
VA, P', y' ) 


■ 1, 05 , + 1 

■ ^[ y^ 2 / 3 , y ix\\ 

\ y\ 2 / 3 ', y' ) 
um in der zweiten Function die Verzweigungspunkte 0, oo, 1 zu 
erhalten, muss man eine neue Variable V2 (l H“ einfuhren, 
und erhalt so 


^ ^ 1 +VA 

V*, y' J \y\ 2/3', / 2 ) 

Da’ man auf diese beiden Functionen noch die linearen Trans- 
formationen §.17 ( 4 ) anwenden kann, so ergiebt sick hieraus eine 
sehr grosse Anzahl von Umformungen dieser speciellen P- Func- 
tion und entsprechende Umformungen der hypergeometrischen 
Differentialgleiclmng. 

Ebenso erhalt man noch weitere Umformungen bei einer 
noch specielleren P-Function, bei der zwei Exponentendifferenzen 
den Werth Vs haben. Fiir die Function 



( 4 ) 


V/s, % y' ) 


o 

sind, wenn man ^ = yx setzt, die Punkte f = 0 , | = qo nicht 
mehr Verzweigungspunkte. Dagegen werden die drei Punkte Ver- 
zweigungspunkte, in denen I — — 0 ist, d. h, | = 1, 9, 9^, wenn 


2Tti 


e ® eine imaginare dritte Einheitswurzel ist. Man hat also: 

An V /^’ 8 _\ 

’ ' ^ — ^[y, 7, y ix\ 

\y\ y\ y' / 


^ x'] 

VA, V® / / 


(5) P 

Oder 

(6) p = p A 
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Dritter Absolinitt. 


. 22 . 


Formeln, die wieder den Ausgangspunkt fiir lineare U for- 
raungen bilden. 

Wir konnen zum Schluss noch die Bemerkung beif gen, 
dass wir, wenn wir eine Function B mit nur zwei Verzweig rgs-^ 
punkten, sonst aber denselben Eigenscliaften wie die ^>-Fui: tion 
definiren, wir nur ganz elementare Functionen erhalten, na lich 
wenn wir die Verzweigungspunkte nach 0 und oo verlegen, und 
unter J., A' ganze rationale Functionen von x verstelien nur 
Functionen von der Form 

It = x^A + x^'A', 

Denn wenn zwei Zweige von B sind, wie in §. li (3), 

so sind in der ganzen Ebene endlich und s stig, 

und da sie im Unendlichen nur von endlicher Ordnung ur nd- 
lich werden konnen, so sind es ganze rationale Functionen V' i x. 



Vii rti r AliHfluiitt. 


O.HoillationHtlioorome. 


V *ri 

^ I « 

N*iriii:ill*Mrni li in^nrrr Ihfft’rrMitiulglcMelnnigon ?:weit«r 

Hi iliuuig. 

Wir kow!ii«tft null /tir AI4intutig ('yklun von Sfitzon» 

ilir «4irti Htif hururv |iifl«T*‘fitiiilglmrhtinK*nt allgnmtnnar Art bo- 
iiis*bofi, tun! iiin« luirh III m4rhon Falbnu in donou din Into- 
uriiliufi iiirbl ilnrrbu^i'iibii ivnrdon kiinin iibor dnit Vt^rhiUton dor 
wirlitu^r AnlW’luliiHw golann din, b«‘Ht»iidori brd Kebwin- 
;^nuii|H|«rnlilrriinn , iitirli iliri* |ibv«^tkidi?ic‘lia liodnutung bfibon, Kh 
iliiifln iiw »i iindir mil nnf dit.soHiito hior tnnr.ugolum, 

Ilk rsdirrtriiiitiog itttf’ gnwitiHii {iitriinllo IHffnroiititl- 

id«irhii«igi''i« » /., li fiir din iinimingcmtlu Moinbriuu gmitattem, 
iibnr il$n Frjigr bri W«ilnill ninlit »0 tdllliwdi lingi*), 

Wir ti!r«diriiiik«^ii iiih Imir windor iiuf linnnrn Uifforontink ■ [ 

ulrirluiiignii ^iiritrr iMiitiiig, winwrdil din HiiUn, iiarnnntHrb in I 

Aldiiiiiditsiig t«ii {inninr, ninn viid widtorn Au^didntung 

il!lll«tl liiilw-iu 

*1 |ip^ Hil##! rilirntt tnti Sinrw tutid Linn villi? Isw, 

««ii4 tu mil ilinti Hturm 1»f’- ; 

iwtifiifni i|«r Alf^brm villn’i JImirtml I, Ih:w), | 

mmt %mm Amfertu ihmh *»rw#itnrt, 

%\h imr 4i# 4rl»il#si ulm «kii Ckgitn^iand nrwAlinnw : 

#f 'Hciiiftd, mmuti Piliiinn, Vtil F *il7» 
dl# Jm f k^m ■ O. Inii|.uig 

1^^111. H:, if. 

* llillt«iiitli«.k* Awiikfi* IW'. 4il, 
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Wir bringen zunaclist eine vorgelegte Hneare Difterentia^l 
gleichiing : 

/.V d^u . du , 

(1) + = 

von der wir annehmen, dass po, p^^ p^ fur endliche Werthe voi 
aj nicht unendlich werden, auf eine einfachere Form: 

(2) S + = 

in der der erste Differentialquotient fehlt, und p eine Functiox 
von X ist. 

Man erreicbt dies durch eine Substitution 

(3) u — ly, 

wenn man 

(4) 2po A' 4“ jPi ^ = 0, jpo = Pq “H i>2 ^ 

setzt. Hieraus leitet man ab : 

(5) I = ’ 


(6) Q— Pi — -Pi' + 2 Pi p‘o 

4i3o 

Hierzu wollen wir noch bemerken, dass A nur in solchex 
Punkten Null oder unendlich werden kann, in denen po ver- 
schwindet Also, wenn p^ eine ganze rationale Function von rj 
ist, nur in einer endlichen Anzahl von Punkten. Ebenso kanx 
auch Q nur in den Nullpunkten von p^ unendlich werden, unc 
wenn p^ und p^ gleichfalls ganze rationale Functionen sind 
so kann 9 auch nur in einer endlichen Anzahl von Punkten vei*- 
schwinden. Fiir die Betrachtungen des gegenwartigen Abschnittet 
kommen nur reelle Werthe der Variablen a: in Betracht. 

Wir setzen also iiber die Function 9 in der Diffe- 
rentialgleichung (2) voraus, dass sie von einem be- 
stimmten Werthe von a; an keinen Zeichenwechsel meha 
habe und nicht mehr unendlich werde. 

Ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, kdnnen wir diesex 
Werth von a: zum Nullpunkt machen, und wir haben dann di« 
folgenden beiden Falle zu unterscheiden : 

9 ist fiir positive Werthe von x endlich und stetig und 

I. nur negativ, 

II. nur positiv. 
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§‘ int nogativ. 57 

Kh S..11 jiImt nielli :ui'^ij:'‘'<i‘lil"SH(‘n Hoiii, dass q fiir ein un- 
(iitillieli wnehscnili-H .<■ dem idisnluteu WortLo iiach ubor alle 
(imizou wiiflist iidei- uider jede (irenzi! he.nmtorsiukt. 

Vuii tii-K.iiidcreni Iiilert!s«i> ist. die Krage uach dcti Null- 
puukten, die cine steliKe Llisiuif' 1/ d,.r Dill'ereiitialgleicliung (2) 
uiul folglieh Hueh eine sletige Liisung h der I >illbreiitialgleicliung 
(1) Imt. 

Wir lietriudifeii liier iminer nur s(il(;lu! Inlogralo ?/, die mit 
ilirem erhtmi Idllerentiuliimdienten 1 / (^ndlie.h uud stetig sind. 
Die Difforf'iiliitlgleielmug z«igt, dass dann aue.li y" eudlicli und 
Kletig int. 

Kine lAilge dieser Anitalmie ist,, (Ihhh I'ur keineii Worth von 
X die Fuin-tiini »/ und ihr tn-Hler Itin'erenliahiuotient y' zugloich 
versf.liwiiideii kinuieti. Ili'itu weiui i/,, !/.j zwoi linear unahhilngigo 
LilHiuigen der ItiUennitialgleichnng (2) Hind, ho folgt nae.h eiuer 
Ht'lum wiederlndt ungewniidton Formol jlhl. 1, §. 62 (IB)]: 

Ih V* Ih H'i " 

worin (' eine von Null verHcluedene CkniHtanto iHi Man sieht 
hieraiiH, diwH, wt-jin i/j, endlieh^Hind, .y, und y\ niomals zugloioh 
Null ttein kdnneii. 


!. Die Function y ihI hoHlilndig nogativ. 

Wetm die Function t» in der DifTi-rontialgloicdiung 

(1) f \ «I.V5S0 

fiir |K»Mtive Wertho vtin r nur negativ ist, ho haben y und 
)/' itnwer dnsHelbn Vorzeiohen, wilhrend ^ daa gloiche odor 
atitdi rlan entgegengeiKititte Vorzeichen haben kann. "Wir haben 
dann Hiebrerw Fiille zu Hnterwdioiden. 

F,h Irtiwiichnen dalwd x®, x, irgend poaiUvo Worthe von x 
und f;. If;; ff’„ fi' tlie *ng«hiirigen Worthe von y, y\ y". 

I ‘-Fall ^*>‘N 

Hier wir^l y* nm x, an mit wachBondem x auiiftcbst waohsen, 
and almi, ftaeli wenn g, 0 i»t, zunichst poaitiv werden. 

Wmm nun x, der dam x, aunllchet gelegene grossere Worth 
von X ist, fiir den y' vewchwindet, so muss y' zwischen Xo und 
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§. 


aus dem Wachsen ins Abnehmen iibergegangen sein. 3s 
muss also und folglich naoh (1) aiich y zwischen Xq und Xx 
verschwinden. Folglicli muss aucli das bei Xq positiv ist i id 
anfangs wachst, aus dem Wachsen ins Abnehmen tibergel n, 
und folglich muss y' zwischen x^ und Xi verschwinden, * as 
gegen die Annahme ist, dass Xi der dem Xq nachste Werth 3 i, 
in dem y' verschwindet. Unter- der Voraussetzung des ers m 
Falles ist also y' fiir alie Wertlie von x Xq positiv, y wac st 
und bleibt also auch positiv, ebenso 2 /^', und folglich wachsi 
bestandig. 

Wenn also a; > ist, so ist y > 2 / 0 , > y^ und 


( 2 ) 


X 

y — Vo = ^y' > 2/0 {oc — iCo), 




woraus man scUiesst, dass ij (von an) ohne Zeiclie 
wech-sel mit x ins Unendliche wachst (Fig. 3). 

Fig. 3. 



2/o) y'a <0, y'o < 0. 

Dieser zweite Fall gekt ans dem ersten durch Vertanschi' g 
von y mit — y hervor. Es wird also in diesem Falle y "s jx 
y^ an ohne Zeichenwechsel negativ unendlich gross werd a. 

3*” Fall j/i,, >0, y'a <_ 0. 

Hier wird y so lange 'wachsen, als y" und folglich y posi Lv 
ist, und es sind hier wieder verschiedene Moglichkeiten zu unt c- 
scheiden : 


y' — 0, ehe noch y und y" Null geworden sind. Da n 
wachst y' von da an weiter und wird also positiv. Is 
tritt dann von hier aus der erste Fall ein, und t/ w: d 
. ebenso wie dort mit a: zugleich unendlich, nur mit d n 


I. Ihr FiiiH'tiiui c> hA\ iMnitiiutl uagaliv. 


riitfrHr)iii*iU% diisH ?/ oiunn poHitiven M iiiimum wc*rtli 

hut (Fig. iU 

1>) win! ci» «‘hii y i) genvorcUm mL Dana l)laibt 
Ihirrligaiig ilurc’h (Ut*Ha Stolla // aagativ, mul wtma 
wir j‘i luiiliiaglir*h aah** jiaiHiatM diraar Sttdla aanalmuni, 
mi koaiiaaii wir aaf dan ;^\V{*ifcan Fall '/iiriick. Kh gohl 
u!mi danti ij Hiatig abnahm«*iul (nnauil clurch Nall and 
wtrd aagativ umnidliah (Fig, 5). 


i-nr. Fig, a. 



iiiihariu }i alintdmi«md» tf minahmarid, Uia ftir 

1 / umm until wand ig 0 mnn, tla mnmi 



fiir rill init^iidliali wiwdiMandim kiiina tnidlialia {irtni:r,a 
Inik'it kniinta (Fig. Il|. Dar nriiny.warUi van 1 / katin 
iinrli V 0 i} Kiill f«md'ii«Klan (jwmtivj mnn * iihar^ win nnin 
iitn^ liar <flrklnni|| 

0 

u ^ j4?.vtn 

niir dium, wit. tuH»iuUirh wncliHtnuli^rti .» 

»<*r*nhwii»«U*l, timl xwiiriti htihd’nir als «Inr i<rsli'« OnhiunK. 
l« ili'iw i'ftlUi fa - «l, fa .. {1 Vf'rhEU «ic'h fibanwi, 

inir i«it Vtir^iplwnt, 

I’m {tt'tuitatK jf.ttMfnw«t«HfiW»tm , kiinn*5t» wir alwt 

aajfMti : 

1 . W»niti in dwr JlirfurputiatnUirhunH: (Ij 9 ftir p««i- 
tivu X bmitindig nsgati? 1*1, ho kann f in tlioHom 
Iriturtatl hiioliHtonit otnBmi ¥or*t 5 hwind«n, and 




n 

11 
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wenn dies eintritt, so geht Yon da an y stetig 
waclisend oder stetig abnehmend ins Unendliclie 
Es kann anch y ein positives Minimum odei 
ein negatives Maximum haben und geht von da 
an stetig wachsend oder stetig abnehmend mil 
* unendlich wachsendem x ins Unendliche. 

Es kann auch y ohne Minimum oder Maximunc 
mit X ins Unendliche gehen, oder es kann y stetig 
abnehmend oder stetig wachsend, ohne zu ver* 
schwinden, einer endlichen Grrenze zustreben. 

Dass alle diese Falle mdglich sind, zeigen einfache Beispiele 
z. B. wenn man q gleich einer negativen Constanten annimmt 
(Vergl. Bd. I, §. 57, 58.) 


§. 25. 

11. Die Function q ist bestandig positiv. 

Ganz anders verhalt sich das Integral der Differential- 
gleichung 

(1) y” -f 02/ = 0, 
wenn q bestandig positiv bleibt. 

In diesem Falle konnen, wie schon das Beispiel eines con- 
stanten q zeigt, Integrale vorkommen, die unendlich viele Null- 
stellen haben. Solche Integrale nennen wir oscillirende 
Integrale und es ist unsere Aufgabe, zu entscheiden, untei 
welchen Umstanden die Gleichung (1) ein oscillirendes Integral 
hat. Das wichtigste Hiilfsmittel fiir diese Untersuchung ist eine 
Formel, die wir schon im ersten Bande (§. 71) bei der Unter- 
suchung der Bessel’schen Functionen angewandt haben. 

Es sei ^ eine Function, die einer Differentialgleichung 

( 2 ) = 0 

geniigt, worin 0 eine gegebene Function von x ist. 

Wir erhalten aus (1) und (2): 

^ {zy' - yg') + (0 - o)yz = 0, 

und daraus durch Integration; 

(3) ^y' — yjs' = — j* — 6 ) yjifdx const, 
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s. ii-'. n. Kit' Funi-tiuii II hit IicbI limliff positiv. 

nnd hii*ruiis hmwn wir nun (lurch S|K‘(!ialisirung der Function 
(I iuuiinigf:ilti*4(* SchliiHSti /i(*hcn: 

N(‘hnuut wir ziuiiichsi d so sind v/ und ^ particulare 

lutdgralc dcrstdlaut Ihircrcntialglcichiing (I), und ^enn sie sich 
lucht hlosH durc‘h ciiicn cHumlunitui Factor von ciiiandor unter- 
B(di«ddcii, ho ini 

(4) //./ r. 

cine v(Ui Null vcu’.^chicdfUH* (a)UHtaut(‘. Hind nun x — Xi^ nnd 
jr - zwt*i uiif t*inHiid(*r folgcnidc* Nullstollou von y, so 
hahen i/i, nnd y] vcrHchicdcuc Voiv.cicluui. Audororaoits iiaben 
mivh 14) ./i /d daHHitIhe Vor/.(d(*hon , folglicli ^nd 

(UitgcgciigcHci/tt* Vor/tdehtUi. Kh 
IIUIHM alno ‘/winrhcli X*, Uud J\ 
miudt?B!iuiH ciiimnl durrh Null 
gelicn. Eh kaun aher j iittch imr 
idnwii! durrh Ntill giditui, da man 
obruiu ^rhUcHiiiui kiinii , dmn 

NullnUdlari van Aiw NullBtnlh* von y liegen 
nnm, wiihrciid dorh y ^^vimdirui x*, tuitl nicht vcvrscliwindon 
KFig, i|. 

Wir hfil*«uj idio diui wmin w'ir din NullBifdlcn oincr 

Fiiiu^iimi ihrt* \Viir/<dn nonncti; 

2, Wiuiiri ton den hnidiMi pa rticularon Intogralon 
«li»r IHffi^rcriiiiilglcicluing (1) dan (uiio oacilla- 
ifiriHrii mt i»i ch iiucdi diia andorOj und die 
Wuri^jdfi il«r hidden unparirtMi nich gegeniseitig, 
d. k /,wii4n}ieii je mnn Wurr.nlu der einen liegt 
idiie iiihI iitir tdiic Wiirr.el der atulerm 
Wir IiifiHiui di«^ Aiumhmn ^ ^ winder fallen. Wenn 

ilaiin nnd ^ j,. mm aiif fuiiandtir folgendo Wurzaln von 

^ iitidi Hill liiibeii % iiinl dm ghdnlm Vorsseiclien, und 

iwar dii^wdlw^ win diti Ftiiirlioii ^ in dem Interval! Wenn 

wir dai Itiiegriil i%i iwi^cdiesi den Ormit^eu und % nehmen, so 
hdgl, da % U, j| II mil 

t 

(.'*) f»r, - if«4 J3JS (p (i)ysdx-, 

J 

ntlitiieii wtr niin widtef a.ii| dmsi in d©m Intarmll (5?o^ ^i) durcli- 
Wig 0 0 w kftiifi f iiioht in dam ganxen Intervall das 
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§. J 


gleiche Vorzeichen haben, weil sonst beide Seiten von (5) entgege 
gesetzte Zeichen batten. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

3. Hat die Differentialgleicbung (2) oscillatorisci 
Integrale und ist (von einem gewissen x an) for 
wabrend ^ so bat aucb die Differentia! 
gleicbung (1) oscillatoriscbe Integrale. 

Hieraus ergiebt sich bereits ein wicbtiges allgemeines Results 
Ist Q in der Differentialgleicbung (1) positiv, mit einer positive 
unteren Grenze so dass ist, so konnen vrir urn de 

Satz 2. anzuwenden, 6 gleich der Constanten setzen, und e: 
balten als Integral von (2): 

(6) ^ — a), 

worin a ein beliebiger Wertb ist. Diese Function ist aber oscillg 
toriscb, und ibre Nullpunkte sind a w^enn m ein 

ganze Zahl ist. Wir haben also: 

4. Hat Q eine positive untere Grenze so sind di 
Integrale von (1) oscillatoriscb, und in jeder 
Intervall von der Grosse tc/^ liegt wenigsten 
eine Wurz.el von y. 

Wenn nun aber q zwar positiv ist, aber die untere Grenz 
Null bat, so konnen wir so scbliessen: 

Die Differentialgleicbung 

(7) + l) ^ ^ 

hat die beiden particularen Lbsungen 

Oder, wenn oc eine willkiirlicbe Oonstante ist, 

(S) z — ^x sin log , 

und die Differentialgleicbung (1) bat also dann oscillirende Inte« 
grale, wenn sich ein positives ft so angeben lasst, dass von eineir 
gewissen x an immer 

(9) e > fta -f- j 

bleibt, und es liegt fiir ein beliebiges oc eine Wurzel von y 
immer zwiscben a und 


S. 'Sk II. Ihi* Fiuii-tiMii iHt iindig pcjeitiv. 0,^ 

Wir also tit‘n Satz H. so: 

5. IHo I)iilt*rciitinlj^hMchun|< (1) liafc oscillatoriBche 
I u t i^ra! wtMUi tlif uiitcuM* (irmizo von - ^4 

puHitiv ist. 

IhI dit* uulori* itviniw vnu .r-|f) - — so wire! von 

aiuoni genvi^ison .r an 

■ j',-. 

liluilifii. I»aim vi'fs'lcii-hi'ii wir iliti llillbrontiiilKli'idiung ( 1 ) iiiit 


(ktn-n ln-icif jmrli>'ul:ir<- httcsjralr 

l-c, 

nirht iwillntitriM li niml ; luu li dtnii Sutze ii. kiuiu also auch (1) 
keiiia nwjnHt<>ri''clifti Intrgrult? liahtai, da houhI wogcii (10) auch 
dii- I.i'iuiiigfJi viuf (ll| oMiillaUirtsch Hidii mliuHtim. 

ti. I»i«* iJiffni-i-ntialglinchutig (1) hat ki'ino oscilla- 
titriHchcii Inti'grala, wtinn die luitcro Orenze vtm 
, IH'giltiv isit. 

Kh »l«*o wird«*ni»i d«T Full utieutuchicdcm, wo <lic 

(irenzo v«»ii , Ntdl i*it. 

Wits in diiweiii FaUi* the l iiterHucliuug woilor zu luhrini iut, 
argiflil ilif htlgeinif t lafttnimitg: 

Wir w’lzi'K in (i) 

V t(. I ™ log X 

mid rtrlialten fiir tj di«t lolgetule IHlhirentiulgleichuiig: 

tlUi / l\ 

(121 . (x., 

IHi'ftr lilidt hung Iml ah«r dit'selhc Form wio die Dilhsmitial- 
gU'icbnng (li, imr da« | an .Stella von # urid <f' 

an Hhdle non ^ gwtrt'Utn iat, mid { wiicUit mit x gloichzeitig 
. ina 1‘nMidheiie, Wr«n tkh daim q' von nBgatiTon Werthoii der 
(irimzw Kiill naii«rt.« m tritt tier Satz 1. in Kraft. W«nn tiicli 
al»r 9 ' ton d«r pmitivati Hoitw tier (Ir&nzo Null niihert, daiin 
mliwtea wir die Uroforinttitg (12) wicnlerholen , und kommen zu 
flitter ttiitegffliiitim Kette von llntewchaidungen derstiUmn Art. 
(Etwa wii bei don »«• der Ititegmlrochnutig bekaimten Kriterien 
Wr die Onvergeiia mum tatimmten Integrals.) 
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§. 26. 

Anwendung auf die hypergeometrische Reihe. 

Als ein Beispiel fiir die in den vorangegangenen Paragrapben 
bewiesenen Satze wollen wir die Diflerentialgleicbung der hyper- 
geometrischen Reihe betracbten : 

(1) x{l — x)u" -f [y — (a -f j3 l)x'\i>! — a/Sw = 0, 

und damit die Coefficienten dieser Gleichung reell werden, 
nehmen -wir y reell, a und ^ entweder reell oder conjxx- 
girt imaginar an. 

Um die Umformung des §. 23 anzuwenden, setzen wir 

(2) M = 

und bestimmen i so, dass die Differentialgleichung fiir y die 
Form erhalt: 

(3) f + pt/ = 0. 

Setzt man fiir den Augenblick zur Abkiirzung 

(4) « + d + 1 = a, 
so ergeben die Formeln §. 23 (5), (6) 

— L r— a 

(5) A = a: ^ (I — a;) ^ , 

(6) (| - S. . 

und fiir ein unendlich grosses worauf es allein ankommt: 

0 o \ <^ 

a:2p = «/3 + - - -, 

Oder wenn man fiir a seinen Wertb (4) zuriicksetzt: 

( 7 ) = -1 = _!(«- 

und Q* ist also negativ fiir reelle, positiv fiir conjugirt imagi— 
nare cc, 

Ist cc = fiy so wird fiir ein unendliches x unendlich klein 
von der Ordnung und wir haben nach §. 25 (12) das Ver- 
halten von 

(log 
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zu untersuchen, welches negativ wircl. Hiernach ergiebt sicli 
aus den Satzen 5. und 6.: 

Die hypergeometrisclie Differentialgleichung hat 
oscillatorisclie Integrale, wenn a und ^ conju- 
girt imaginar sind; sie hat keiiie oscillatorischen 
Integrale, wenn w und /3 reell sind. " 

Man hatte dieses Verlialten auch aus der Entwickelung der 
Losung in eine nach fallenden Potenzen von x fortschreitende 
hypergeometrisclie Reihe schliessen konnen. (Die Functionen 

F, im §. 8,) 


§• 27 . 

Die Nullstellen verschiedener particularer Integrale. 


Wir wollen nun untersuchen, wie sich bei einer festen Diffe- 
rentialgleichung 

( 1 ) = 0 

mit oscillirenden Integralen die Nullpunkte andern, wenn man 
von einem particularen Integral zu einem anderen libergeht, 

Um zunachst an einem einfachen Beispiel das Verlialten zu 
veranschaulichen, nehinen wir q = constant, und erhalten 

(2) y = cos ft (x — a), 

was, von einem constanten Factor abgesehen, die allgemeine 
Losung ist. Das einzelne Integral wird charakterisirt dutch den 
Werth der Constanten 


(3) 



ft tang ft w = , 


wobei sich ein constanter Factor bei y wegheben wiirde. Die 
Nullpunkte von (2) sind, wenn v eine ungerade ganze Zahl ist: 


(4) 


, VTK 


und wenn nun Ji von — oo bis qo wacbst, so geht (ik von 

— 51/2 bis -f- 5t/2 und jede Wurzel Xy geht stetig wadisend in 
die nachst folgende iiber. 

Dies Verhalten entspricht einem allgemeinen Gesetz; Nehmen 

aiBmann-Websr, PartieUe DitterentialgleiohuDBen. II. 5 
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1 1* r 1 r A I J ■>> li i i I 


wir an, es sei fiir irgeml fin cnnstantrH * 
y der DifFuraitialglfifhuuj' (IJ 


so wird auch bier durch den W.Ttb v«n h .in fai Si ul u . • I, t 
gral, abgeseheu von eitiein fsmstniit.'n Imi s.'r, !..■ 

Fiir eine zweite, von y ictris. u! u. i. 


( 6 ) 



k. 


Dann ist iiach 25 { i j; 

(7) II z' zy' <• 

und wenn k und h endlich Kind,*.. v,. ' s. Null ,, 

scliieden sein. Wir kiinnen «i.' b .d. ! .i.-i Vik-. iu. Hijc 

positiv annehmen. 

• Wir lassen x von n an «n>i ati .i.» >l< 

aachste Nullpunkt von i/ nali«r an o Is. gJ ah .l«'r » j» ? Inm 
ist in diesem I’uuktt! 

1 / 0 . fl' ■ 

and es folgt aus (7) 

k h o, 

Wir konrien also auch *sigfn. »««> /“-..a f- os.< Ij'-ih i, 
die fiir a dasselbe Ifeicben Imhen. 4r «*-fB fswjiMlri _ , 3 j 

dem kleitieren Wertlie von h f*»i.»nrrh!, «i5»4 4a» k-uoi uo b •» 
ausgedriickt werden: 

7. Wenn wir n»«*h fin Ititfgral 4»'r frrj?j;ij 

gleicimng (I) lait 4 **ih varialih'js t i 

bildon, no wach»»*« *!i»' Xnll|Hi«l,t*> *.. »i y sit-it] 

mit /». 

Wenn A i * ist, *» winl «i wllwl rjn Nsiil|<s»uli? . 
und so ergiebt sich: 

8. Wenn h von W* f i- 

Nullpunkt von f, stotjg in 4»r i.-.sstis .'t> m,,, 

fortsohreitend, ill «l»»n na.iiti rolg. h.h o 

i. m, 

Harfflo niacin* Func! 

Die Differentialgldchttiig (1) 35, t«*n .Ifi- 'Bit m- 

nebmen, dass sie osoilltrendf Iiit^gralf ^ 


Hart: 


I u iH'tiontMi. 
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In h ha! mum v »*iu pa Welches fur 

l uaau Wrrth vna a . «1 *-h wir /uni Nullpunkt (l(*r :r 

%« !'’'« Iiwuiih't , uii4 hiitt“.!ral isl, ab^j[(tst‘h{‘n von oinsm 
t a^irstauta'ii l'a«“tnr, viiliii!: !’*.> soi 

til fi f\Ji 

H hjt ’nal suai iiH' Ntill|nnikt»‘ tloi- ilriissc* naah uur*- 

I 2 I !!. a (f ■ . , . 

\hv .\n/:thl I'liiikir in! unhiiinni/t , uiul rn ist iiiclit 

a*- Hia'h Hi ihnnti \\ac‘liHt'ii tniHU’ tonlUrht’U (Iron/a^ 
liaise iis. iHqui ttar»' fit mar’ Htjh'hi* Hu kiiuutc* in dicHBin 

Ihinkb" !if»rli 1/ vMii Null vorNrhit‘«|i‘n Hc*in , whh, win 

wir ip'’vrhs"ii balirii, 

lh'/rnrlin«‘n wir fiiit « jauHitivi^ (!oiiHtauii% it) konmni 

wir III sl#n' liiflbrinitiiitlglrioliutig 

I Si I 

lir'flnli-ir ?iii* iiy I*!iinlilr» j' ■ ■ fl iiiiinlst‘:h 

Hi /f ti h 

-Hirli allf^ Xiillpiitiktr voii (-I) init jHmiiiv(*n 

,.U • ant’' ?»|' 

r. i 'i 

« a I , ■■ t ' , ’ » “ I 

I* I* 1^ 

mui nmii ihoiH AtiM*i«ai mit wiu^lmmitltHn jti imnior 

kknipr n't’ialr^ii iifi4 m4i ilr^iii Nilllpiiiikt iHi4tr ntul mohr, \m Euf 
ir-4ii Xilir iitiitiilinrin Wmiri tliiliiir « m\ 

rntilii rnit jwi^^itifr^r Alinnwi^ ifii, mt kgtiit ittiiii mid rmir 
liiir msf rm**- Wid%i% mi tliiti hii Ntill|iiinkt von ga- 

gidirtii^rii Hang, liko i'4wii drr dar llniha cli)^ in dan gagabanati 
m iiilli. 

Fiitsr4-,ioii «lir» filr irginnl aimm Wnrth von g dor 
Ibtkiimliiilubnrlittiig ill) gatitigl, mil! iiii dmi Ktulininkitm a imtl 
If aifirti Iiiirrviilla% .i %w«4twiiidi*t, «^»l!iiii wir ainn Imrmorusoho 
ltil#rta!la^4 mnmwn Dk Iknkti% in tlonsn 
wilrlii" Fsifiriifiii s iffi Iiiiiari^fi iif« IntiirvftlUm (iiluo iiIh 
'^tm tbn 11 , Ai tartcliwitidiit, fiidwin dia Knotan- 

l*iiiikti\ Wimii wir iliifiii diireli tiiiii linaira* Sutmfitution tlon 
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9. Es giebt fllr eine gegebene Strecke bei gegebei )m 
Q unendlicli viele harmonische Functionen, a er 
eine und nur eine, die keinen oder eine gegeb ne 
Anzahl von Knotenpnnkten bat. 

Wir ordnen die harmonischen Functionen eines gegebe en 
Intervalles z/ 


( 6 ) ^ 0 , ^21 ^ 3 , • • , 

und ebenso die entsprecbenden Werthe ^ 

(7) . i^O, (li, . . . 


nach clei' wachsenden Anzahl der Knotenpunkte. Bei der n- 
wendung auf die scbwingende Saite ist die Function ohne Kno n- 
punkt die harmonische Function des Grundtones oder er 
Ordnung Null, die folgenden sind die Functionen des erst n, 
zweiten, dritten etc. Obertones, die wir auch die h r- 
monischen Functionen der ersten, zweiten, drit 3 n 
Ordnung nennen wollen. Der Factor fi wachst mit der ( d- 
nung der betreffenden Function. Die harmonische Funct )n 
^ter Ordnung hat n Knotenpunkte. 

Durch die Knotenpunkte der harmonischen Function \ rd 
das Intervall ^ in n -(- 1 Theilintervalle getheilt, in d6 en 
jedem die Function ein unveranderliches Zeichen hat. as 
Vorzeichen von 0 ^ ist in den einzelnen Theilintervallen b- 
wechselnd positiv und negativ. Wenden wir auf die bei en 
Functionen die Formel (3) §. 25 an, so folgt: 

(8) + 1 ft'n) j* “f“ CO st. 

Es seien jetzt a, ^ zwei auf einander folgende Nullpur te 
von also die Endpunkte eines Theilintervalles z/,,, in dem ie 
Function keinen Zeichenwechsel hat, und, beispielswc je, 
positiv sei. Wenden wir die ^Formel (8) auf diese beiden Put te 
an, in denen ; 2 f„ verschwindet, so folgt: 


^ ' / f 

(9) (^n + 1 4)^ — (^n -M * = (fin + 1 • ^Bn^n^xdx. 


a 
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Hieraus folgt leicht, class nicht in dem ganzen Inter- 
val! dasselbe Zeichen haben kann. Denn nehmen wir an, es 
sei + i immer positiv, oder wenigstens nirgends negativ, so 
ware die rechte Seite von (9) positiv, weil im ganzen Inter- 
val! und positiv sind. Die linke Seite aber ware 

negativ, da im Punkte w positiv, im Punkte j5 negativ ist. 
Es muss also ^n + i im Intervall sein Zeichen wechseln und 
daher mindestens einen Knotenpunkt haben. Es kann aber auch 
in diesem Intervall nicht mehr als ein Knotenpunkt von 0^+1 
liegen, weil ja in jedem der w 1 Intervalle mindestens 
ein Knotenpunkt von + i liegen muss, und diese Function doch 
nicht mehr als -j- i Knotenpunkte haben kann. Also haben 
wir den Satz: 

10. Von den Knotenpunkten von liegt einer in 

jedem der Theilintervalle in die die Strecke z/ 
durch die Knotenpunkte von getheilt wird. 

Wenn man in diesem Satze n — • 1 an Stelle von n setzt, so 
ergiebt sich daraus unmittelbar: 

11. In jedem der Theilintervalle mit Ausnahme 
des ersten und des letzten, liegt ein Knotenpunkt 
der Function 


§. 29. 

Die Knotenpunkte zusammengesetzter harmonischer 

Functionen. 

Wir beschliessen diese Betrachtungen iiber die harmonischen 
Functionen des Intervalles J mit der Ableitung eines Satzes von 
Sturm: 

Es seien n zwei ganze Zahlen, von denen keine negativ 
ist, und m < n; ferner seien Cm+i j • • o beliebige Con- 
stanten. Die Function 

( I ) f ipO) == Cm + 1 ' * * H” 

verschwindet an den Grenzen a, I des Intervalles und wir konnen 
sie eine zusammengesetzte harmonische Function der 
Strecke a& nennen. Ihre Nullpunkte im Inneren von J sollen 
auch hier die Knotenpunkte von /(^r) genannt werden. 
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DanU lautet tier Satz, den wir ht‘wt'm-u »■*]!. !» 

12. Die Anzahl tier K«nt eii j»n)j 1 1 • «h'j ! u u . i 
/(J-) ist: 

a) liiichstens gleicii «. 

b) mintlestfiis gl«>!<-b m 

liierbei wird eiu Knottnipuiikt nm /(-n g* ,» 

gleichviel ob der Differentialijatttwsit n» n. Punk!, 
schwindet, oder nicht. 

Die Function Sk geniigt der Differ- sitsalgbni ln.ti!,: 

( 2 ) 4 ’ •• Fli> - i • 

und daraus ergiebt siidi 


(3) /"(arj ™ -- 1> (c« i m s • ‘ » 

Nun muHS zwisebon z«'ei .'iiif eitiaiel' f s. S«ll|»ni4 

von f(x) nothwondig ton NiiHptiokt ’■mS) r t »» Instn jj 

also V die Anznlil tier Kiinletijatiikl** fsfu nn rS, 4.» 
Endpunkte titMdi bifiJfMkminntjn. «Ih» d* r S 

punkte von /'(x) wenigstetw gienb r • I, nod .1* 
zwei Wurzeln von /'(x) w«*iiig»*tens %uti i j j,,, 

muss, to ist dii! Anahi tier iouffett NoUjrtUjI*!**' %>•?» v” 
wenigstona gleich v, Narb (3,| *rf«-b5»jh4.'t r'ni 
noch in den Kndimnkteji dt» Ifitrrvall r-ii -I, =%'!# I 

== — • «o i«t fiii) fine barw^tiswlf I ««■! ij.-u .I*-:* liit 

valles /i mit 'wenigiteni i» Kn«»!f*iij*Mnl8l»<n, >iij4 4«rf li 
holung dessdben SchlBi«ie-«i kinittea *ir 4;»ra«i9 S 

ableiten: 

Von den zn*ain»enp«iti'teii iiarotMOis^lfn F»m> 

vorin r die Iteibo der pn»>n Kablen t,», I, j 

jade folgende mindestens m mh «l» «b.« 

gehenden, also mindwteiw » K.m>Umitmthh< , *• 4t« Adi; 

der Knotenpunkte von (I) tii 

Seteen wir, tndetn srir r» mn Kidi 


( 5 ) 




fs ffeV' « -- > /<*« ^ < 

W ’ .J,* J 

so werden die Knotenpnnkte ¥«»ii 14,1 am 

^6) ^ "f f« -i *'* f -4 ■ 
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unci da fim <C IJ'm+i <^ ■ •■ fin ist, so werden sich die 
mit unendlicli wachsendem r der Grenze Null 

tat wie wir wissen, n Knotenpunkte, in deren 
^'n verschwindet. Wir konnen dann jeden dieser n Knoten- 
^ in ein beliebig Heines Intervall d einschliessen , und 
^onnen -wir die Coefficienten y so kleiu aunehmen, dass 
!_ ^cli (6) definirte Function 0 ausserhalb dieser Intervalle 
rt ^^^^‘^twindet, dass sie, ebenso wie an beiden End- 
^ won d entgegengesetzte Vorzeichen hat, und dass / im 
Von d nicbt verschwindet. Dann liegt in jedem Intervall 
"Ullpunkt von und in keinem mehr als einer, und 2 hat 
— 1 und niclit mehr Knotenpunkte. Es ist mithin auch 


V n, 

<Ux^ Theorem 12 a ist also bewiesen. 

zweite Theil, 12b, kann aber aus den gleichen Ent- 
^l^iigen gefolgert werden. 

^onTi wir namlich 


— • 2 ?’ — 2 r 2 ?’ ' 

1 Con 4* 1 f^ni + 1 ^ {^n 

, so geht /r (a:)’ nacli (4) in / (.t) iiben, wilhrend f (x) 

t in. 

/ * \ 2 0^ ] 2 I I — 2 ^ 

— r* C)oi “p 1 + 1 4- 1 ~r ‘ ‘ ' "t" 

gelit, und nach dem bereits gewonnenen Ergebniss hat f {x) 
CKtoixs so viele Wurzeln als/_^(^). Wenn wir dann wieder 
an 52 0 Zahl r iinbegrenzt wachsen lassen, so gehen die Kno'ten- 
to von (x) in die von hber, deren Zahl m ist. 
UB folgt also 

m ^ V , 

(ler Sate 12 b. 

Wix* haben den Sate 12 so formulirt, dass jeder Punkt, in 
die Function f(x) verschwindet, als ein Knotenpunkt gezahlt 
Wir batten aber auch anders zahlen konnen, namlich so, 
wir* einen inneren Punkt, in dem /(a:) mit seinen q — 1 
^ I.>erivierten verschwindet, fur g (zLisammenfallende)Knoten- 
to gezahlt hiitten, und der Satz hatte sich auch bei dieser 
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Viertar 


Zahluiig als richtig erwiemi. In I a'.v.u.,' .1, r 

mehr als 12a, aber wenigcr als I'ib. 

WeniJ dagegen in eiiicm (b-r Kiidfisinkti- /(.<( ii,ji 

q — 1 ei'sten Differ6ntialt|Utitit'i!ti*n vi^tsshwju'i<'5 . . . smihI*' 

Satz nicht mehr richtig liUnlM.ni. wmiu %jr, wn*. luthi' !» . 

solchen Punkt als q l-fufluni Kuutcsifttu.ki .MhU-ii «,,! 

So hat z. B. die Function 

f(x) It tiiti 'J j' • f' *’»> ■* » 

im Intervall (0, x) im Anginmnni-n Kro^rujnH,!.!. , 
specielie Function 

3 sin 2a: — 2 sin ;i.r — 2 sin .r ( I «-*is Jt i ! 1 i <■<.>, t 

hat fiir .;r = 0 einen Nullpntikl c!riU« r <»i4nMtJx i>j> i 
noch einen inneren Knotenpunkt I>» r Xullpunti «lrj«<fr tit ln 
darf also, wcnn der SatJt rirlitig bUnltm nn ht sm . 

Knotenpunkte gezahlt werden. 

Es ergiebt sich fenier aiis dem Sat/ Ij «js«’ 

13. Die Function 

(10) /(art 

kann aur dann id*»nti<ich «, • 

alle CodffieiaBtea e, g!i»irU Xull 

Wenn nEmlieb /{x} idienliiKb X«ll nn.l von ? 
verschieden ist, m kiinnen wir *•« - i an!jrhm.»»i, nnd ,*>, 
giebt sich 

~ ““ «■ b * | ■' * ^ i. 

Dies ist aber ttamdglieb, tk di« Jkii.. *, 
hat, wihrend die reebte naoti 13 n i iiatwn Jji 


I 8«>. 

Darstellung eiaer wiykjirljpbi*M Fumi Iioh «l«rr 
har»0»igeb« Faneti«ia»M. 


Die Immoniecben Fttadkae# mum liiterfalU « hmm tmt 

emer lai*st0Eun.gwillkM^#rFii^©iftt ilwli 

benutzea, ton denea die F^arkr’erkii ri« 

hall siad. Fredich kunnen wir im allpwmww, my uk 
welter thtta,al« aater der Mm mm mhy, V. 
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Dit! Dilfctrf?ntiul,KUiialiiniK dor Wurmoleitanig*. 


iiiit il«»r ^ivU tlit* 'rhcnirir dnr Wiirme- 
/II lull, ifil dii\ iliiMH mil «niiHiuh»r in Bn- 

rtilinisig K«irj»nr uiIit Tlunln tlimgcdln^n Kcirptim fun 

%'rr'Hr!iin4i«:5r'r T«'tii|»rnilnr «I»ai ht^^itsdunidan 'rani|>iTHt4irijntar- 
s*rlsiinl iiiiHglrintii.ni , diw^ midi dnr kaltc*rn 

K«tr|M''r prwjiriiit. «iii4 4*^r waritiur*-’ knit winL 

hut nt ttiiiii tn iltn" Aiuadiminng ^idniigt., cIuhh 

Iiis^rl«4 4«’r iir5%jiriifs||lirli m'iiriiirrn KMrprr vnn Knnrgit^- 

tiirriili^ ir^rhi^rf. ,, tiuit <l<r^r iitHk'n* Kur|Mn’ din 

i|r'%tfiiit, dt*“ sitdi in tkn* Form d«‘r ‘rnin}mriiiur« 
rrliiijitiijg m girlti ^ uihI Famrginqimiitum Im- 

/.npdiufii iiuai iPir-k mU diif von Arm rntmu Ktirimr las di'ii lindnrnn 
W 4 1 III mil rug#*, flir Wiinrinmiiiigu wird ldnriiiin!i 
diirrli riiiP l%iinri|in|.tro«i:tir u,nnr%mn iiiiil Inti ilinMullmn Uiitien- 
liiiiiinii ^fiil (|!4, F 417 1. 

Wniin piiii^iii Kor|^5^*r Wiirmmimugt^ /uguifllliri 

wird* w'lfd iiiilsM-' Fitiiiiiii4«ii iinr nin Thnl diivon ntif 
rmliif^rlioiiiifig %'nrwiiii4t, «|tn* iiinlnm Tlmil wird in riin^ andnr«» 
Fiirin dnr FiirTim, i: If r|*4tr«nlw KnnrMiin vi^rwiiiididt «idur %ur 
Artwnt!il#i,%liiiig wnrw*iaiiinl, «l }«, ill |Mjfimt-mlln Ktmrgw illiiriaftilift, 
Wfniiw 1 iaii|«^riitiiri'^riio|itiiignii diimli itminrnr 

i“^ii Widicin ^ |, 

W«aii* « iii«^ m riiir- tiimndlirli kkiin^ Wirtnittimiigu dq 

gnmiiifii, iiin #iii« Tliwi rlfirrti Liditiiig ^ngefiltirt, ^iim 


Ifi U^$nu ill# ¥rirsii«i#|.tttiigrR iiinl Clrittitlbfgriflfe 

»kt wif flfii Immf iiif Am W«rk tun Flmnuk* Vnr-- 

u%mf 'Tk^f-wpwlf«*,tfrp|. w^rmmmn^ 
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Eiinfter Abschnitt. 
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.Theil ancli dnrch Umwancllung aus anderen Energiefornie im 
Iiiiieren von m entstehen kann, so ist die dadurch he 701 '- 
gerufene Temperaturerhohiing du proportional init dq und im- 
gekelirt proportional mit also 


.( 1 ) 


dii = 


dq 
cm ’ 


worm c ein Proportion alitatsfactor ist, der von der Natur 3er 
Masse m nnd auch noch von der schon vorhandenen Tei pe- 
ratur ^ selbst abhangig ist. Er kann definirt werden als die Wa: ae- 
menge, die erforderlich ist, nm die Masseneinlieit der betreffei len 
Snbstanz nm einen Grad (der Einheit der Temperaturdiffei iz) 
zn erwarmen, nnd heisst die specifisclie Warme des StoJ es. 

Als Einheit der Temp enatur differ enz nehmen wir den C ad 
der hunderttheiligen Scala. Auf den Nullpunkt kommt es n Jit 
an. Es kann fiir die Temperatur des schmelzenden Eises = 0 
gesetzt werden. Es kann aber auch u von dem sogenani en 
absoluten Nullpunkt an gerechnet werden, wobei dann as 
schmelzende Eis die Temperaturzahl 273® erhalt. 

Auf die Formel (1) griindet man ein anderes Maass fiir ie 
Warmemenge, die Calorie, die aber auch wieder auf mehi re 
verschiedene Arten definirt wird. 

So versteht man unter einer Nullpunkts-Calorie ie 
Warmemenge, die erforderlich ist, urn ein Gramm Wasser ' .n 
Null Grad auf einen Grad zu erwarmen; unter der mittler n 
Calorie versteht man den hundertsten Theil der Warmemen e, 
die erforderlich ist, um ein Gramm Wasser von 0® auf 100® u 
erwarmen. Kohlrausch (Leitfaden der praktischeii Physik, Leip g 
1900) rechnet nach einer Calorie, die ein Gramm Wasser \ n 
15® um einen Grad erwarmt. Diese enthalt ungefahr 419 . ] 
absolute Warmeeinheiten (nach dem Centimeter - Gi’am - 
Secunden-System). 

In Bezug auf den Uebergang der Warme von einem warn - 
ren Korper zu einem kalteren, oder kurz die Warmeleitui j 
gilt nun erfahrungsmassig folgender Grundsatz^): 

Wenn eine ausgedehnte Platte von irgend einem Stoff f 
beiden Seiten mit Raumen verschiedener Temperatur, z. B. a f 
der einen Seite mit schmelzendem Eis, auf der anderen n : 


) YergL Riecke, Lehrbuch der Experimeutalphysik (Leipzig 189 
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Wasser von holierer Temperatur in Beriihrnng steht, so wircl, 
wenn die Temperatur beiclerseits constant erhalten wird, Warme 
vori der warmen nach der kalten Seite durch die Platte hindurch- 
gehen, die z. B. durch die Menge geschmolzenen Eises gemessen 
wei'den konnte. 

Die gauze Vorrichtung denken wir iins nach aussen durch 
eine cylindrische Flache, senkrecht zur Ebene der Platte, be- 
grenzt, durch die keine in Betracht kommende Warmemenge 
aus- Oder eintritt; die Temperaturen, die auf beiden Seiten der 
Platte herrschen, mogen mit Ui bezeichnet sein. 

Die Warmemenge die in der Zeit t durch die Platte 
hindurchgeht, ist dann proportional mit der Temperaturdifferenz 
Ui — Uq^ proportional mit der Oberhache co der Platte, und pro- 
portional mit der Zeit endlich umgekehrt proportional mit der 
Dicke J der Platte, also 





03 ^, 


worin k ein Factor ist, der die Warmeleitfahigkeit der Sub- 
stanz der Platte heissi Dieser Factor h ist nur in erster An- 
naherung constant, er ist streng genommen noch eine Function 
der beiden Temperaturen Uq^ und kann, wenn die Temperatur- 
differeuz — Hq klein ist, mit einer weiteren Annaherung auch 
als Function der mittleren Temperatur | (uq -|- angesehen 
werden. 

Wir imichcn nun die Annahme, dass ein Warmeaustausch 
nur zwischen den sich unmittelbar beriihrenden Theilen eines 
Korpers stattfindei) und wenden demgemass die Formel (2) auf 
die miendlich kleinen Theile^ eines Korpers an, in dem die Tem- 
pexatur u eine Function des Ortes ist. Wenn wir auch die 
Zcitdauer t auf ein unendlich kleines Zeitelement beschranken, 
kbrmen wir auch noch die Voraussetzung fallen lassen, dass % 
von der Zeit unabhangig sind, und kbnnen also die Temperatur 
it, auch als Function der Zeit ansehen. 

Wenn wir dann die Formel (2) auf das unendlich Kleine 
llbertragen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

1st die Temperatur u im Inneren eines Warme- 
leiters eine Function des Ortes und der Zeit, 


0 llierdurch schliesBen wir die Warmestralilung , also die Yor- 
in den diathermanen Kdrpern, von der Betrachtung aus. 


